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1 Imie i nazwisko

Hanna Wojewodka-Sciazko

2 Posiadane dyplomy i stopnie naukowe

2015

2011

doktor nauk matematycznych w zakresie matematyki
(rozprawa doktorska obroniona z wyr6znieniem )

- stopient nadano uchwata Rady Wydziatu Matematyki, Fizyki i Informatyki Uni-
wersytetu Gdariskiego, na podstawie rozprawy doktorskiej pt. Ergodyczne wtasno-
Sci pewnych stochastycznych ukladow dynamicenych, przygotowanej pod kierunkiem
prof. dr. hab. Tomasza Jakuba Szarka;

magister matematyki

- tytul nadano na Wydziale Matematyki, Fizyki i Informatyki Uniwersytetu Gdan-
skiego, na podstawie pracy pt. Modele matematyki finansowej o dynamicznej struk-

turze czasowey, przygotowanej pod kierunkiem dr. hab. Henryka Leszczyfiskiego,
prof. UG.

3 Informacja o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach
naukowych

od 2016

adiunkt w Instytucie Matematyki Uniwersytetu Slaskiego w Katowicach
(100% etatu)

(1.10.2021-30.06.2023 — urlop bezptatny, 2.06.2020-31.05.2021 — urlopy: macierzyti-
ski i rodzicielski, 2.03-1.06.2020 — niezdolnos¢ do pracy);

2019-2023

adiunkt w Instytucie Informatyki Teoretycznej i Stosowanej Polskiej Akademii
Nauk w Gliwicach

(1.12.2019-30.09.2021 — 50% etatu, 1.10.2021-30.06.2023 — 100% etatu,
1.07-31.10.2023 — 50% etatu),

(2.06.2020-31.05.2021 — urlopy: macierzynski i rodzicielski, 2.03-1.06.2020 — niezdol-
nos¢ do pracy);

2015-2016

wyktadowca na Wydziale Fizyki Technicznej i Matematyki Stosowanej Politech-
niki Gdariskiej
(25% etatu);



2015-2016

adiunkt w Instytucie Fizyki Teoretycznej i Astrofizyki Uniwersytetu Gdariskiego,
delegowana do pracy w Krajowym Centrum Informatyki Kwantowej w Gdarisku

(1.10-16.12.2015 — 50% etatu, 17.12.2015-30.09.2016 — 75% etatu);
2013-2015

asystent w Instytucie Fizyki Teoretycznej i Astrofizyki Uniwersytetu Gdanskiego,
delegowana, do pracy w Krajowym Centrum Informatyki Kwantowej w Gdarisku

(50% etatu).

Omoéwienie osiggnieé, o ktérych mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2
ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym
i nauce (Dz. U. z 2021 r. poz. 478 z p6zn. zm.), a takze innych
wynikéw habilitantki zwigzanych z nimi tematycznie

Tytul osiggniecia naukowego

4.1

[H1]

[H2]

[H3]

[H4]

[H5]

[H6]

Opis ergodyczny pewnych klas niestacjonarnych procesow Markowa
o wartosciach w przestrzeniach polskich

Lista prac skladajacych sie na osiggniecie naukowe

R. Kukulski, H. Wojewodka-Scigzko, The e-property of asymptotically stable Markov-
-Feller operators, Colloq. Math. 165 (2021), 269283, DOI 10.4064 /cm8165-6-2020.

D. Czapla, K. Horbacz, H. Wojewoédka-Sciazko, Ergodic properties of some piecewise
deterministic Markov process with application to gene expression modelling, Stoch. Proc.
Appl. 130 (2020), no. 5, 2851-2885, DOI 10.1016/j.spa.2019.08.006.

D. Czapla, S.C. Hille, K. Horbacz, H. Wojewodka-Sciazko, Continuous dependence of an
imvariant measure on the jump rate of a piecewise-deterministic Markov process, Math.
Biosci. Eng. 17 (2020), no. 2, 1059-1073, DOT 10.3934/mbe.2020056.

D. Czapla, K. Horbacz, H. Wojewoédka-Sciazko, A wuseful version of the central limit
theorem for a general class of Markov chains, J. Math. Anal. Appl. 484 (2020), no. 1,
123725, DOI 10.1016/j.jmaa.2019.123725.

D. Czapla, K. Horbacz, H. Wojewoédka-Scigzko, The Strassen invariance principle for
certain non-stationary Markov-Feller chains, Asymptot. Anal. 121 (2021), no. 1, 1-34,
DOI 10.3233/ASY-191592.

K. Czudek, T. Szarek, H. Wojewddka-Sciazko, The law of the iterated logarithm for
random interval homeomorphisms, Isr. J. Math. 246 (2021), 47-53,
DOI 10.1007/s11856-021-2235-9.



4.2 Pozostale artykuly habilitantki, ktére nawigzuja tematycznie do osig-
gniecia naukowego

Najnowszy wynik (praca w recenzji)
[N1] R. Kukulski, H. Wojewodka-Sciazko, The e-property of asymptotically stable Markov

semigroups, w recenzji w Results Math., arXiv:2211.16424 [math.PR] (2022),
DOT 10.48550/arXiv.2211.16424.

Prace opisujace wlasnosci ergodyczne proceséw Markowa o warto$ciach w prze-
strzeniach polskich

[E1] D. Czapla, K. Horbacz, H. Wojewoédka-Sciazko, The central limit theorem for Markov
processes that are exponentially ergodic in the bounded-Lipschitz norm, Qual. Theory
Dyn. Syst. 23 (2023), no. 7, DOI 10.1007/s12346-023-00862-4.

[E2] D. Czapla, K. Horbacz, H. Wojewodka-Sciazko, Ezponential ergodicity in the bounded-
-Lipschitz distance for some piecewise-deterministic Markov processes with random
switching between flows, Nonlinear Anal. 213 (2022), no. 112678,

DOIT 10.1016/j.na.2021.112678.

[E3] D. Czapla, K. Horbacz, H. Wojewodka-Sciazko, On absolute continuity of invariant mea-
sures associated with a piecewise-deterministic Markov process with random switching
between flows, Nonlinear Anal. 13 (2021), no. 112522, DOT 10.1016/j.na.2021.112522.

[E4] D. Czapla, S.C. Hille, K. Horbacz, H. Wojewodka-Sciazko, The law of the iterated log-
arithm for a piecewise deterministic Markov process assured by the properties of the

Markov chain given by its post-jump locations, Stoch. Anal. Appl. 39 (2021), no. 2,
357-379, DOT 10.1080/07362994.2020.1798252.

Wyniki dotyczace wlasnodci ergodycznych pewnych markowowskich uktadéw dy-
namicznych, obejmujacych m.in. prosty model podziatu komérki
(prace powstale w czasie studiow doktoranckich)

[D1] S.C. Hille, K. Horbacz, T. Szarek, H. Wojewodka, Law of the iterated logarithm for some
Markov operators, Asymptot. Anal. 97 (2016), no. 1-2, 91-112,
DOI 10.3233/ASY-151344.

[D2] S.C. Hille, K. Horbacz, T. Szarek, H. Wojewodka, Limit theorems for some Markov
chains, J. Math. Anal. Appl. 443 (2016), no. 1, 385-408, DOI 10.1016/j.jmaa.2016.05.022.

[D3] H. Wojewddka, Ezponential rate of convergence for some Markov operators, Statist.
Probab. Lett. 83 (2013), no. 10, 2337-2347, DOI 10.1016/j.spl.2013.05.035.



4.3 Omoéwienie osiggniecia naukowego
4.3.1 Wstep

Operatory Markowa dzialajace na miarach, a takze rodziny tych operatoréw, two-
rzace polgrupy (tzw. pétgrupy Markowa), w naturalny sposéb wywodza sie od pro-
cesé6w Markowa (odpowiednio: z czasem dyskretnym i ciaglym). Dzieki nim mo-
zemy opisywaé¢ dynamike rozkltadéw tychze procesow.

Markowowskie uktady dynamiczne, opisywane zaré6wno za pomoca proceséw dyskretnych
(taricuchow Markowa), jak 1 proceséw z czasem ciaglym, w szczegolnosci proceséw Markowa
kawatkami deterministycznych (PDMPs, od ang. piecewise deterministic Markov processes),
znajduja liczne zastosowania — m.in. w teorii iterowanych uktadow funkcyjnych (IFSs, od ang.
iterated function systems) i fraktali (zob. np. [BD85, BDEGS88, Las95, LM98, DF99, KS20)),
w teorii rownan rozniczkowych czastkowych (zob. chociazby [Hai02, LS06, HM08, KPS10,
Szal3|, a takze prace nawiazujace do modeli pasywnych znacznikow [SSU10, KPS13, KS14]),
jak rowniez w modelowaniu przechowywania [BKKP05] i ruchu internetowego [GR09], a takze
w biologii — jako stochastyczne modele opisujace dynamike biologii molekularnej, w tym: eks-
presje i autoregulacje genu [HHS16, MTKY13, CDMR12|, podzial komoérki [LM99|, dynamike
membran pobudliwych [RTW12| czy dynamike populacji [AHVG15, BL16, RTK17].

Moje zainteresowania badawcze koncentruja sie wokoél pewnych wtasnosct ergo-
dycznych markowowskich ukladéw dynamicznych (w tym: istnienia i jednoznacz-
no$ci niezmienniczych miar probabilistycznych, rownociaglosci i asymptotycznej
stabilno$ci tych proceséw, a takze twierdzen granicznych i innych wtasnosci). Przy-
czynitam sie do rozwoju tej teorii, szczegdlnie w kontekscie rozwazania ogdlnych
przestrzeni metrycznych stanéw, a konkretnie - polskich (a wiec zupelnych i o$rod-
kowych) przestrzeni metrycznych stanéw, ktore niekoniecznie musza byé lokalnie
zwarte. Warto zaznaczyé¢, ze uzyskane przeze mnie wyniki moga byé uzyteczne
w analizie zachowania asymptotycznego ukladéw nieskoiiczenie wymiarowych.

Przejscie od przestrzeni (lokalnie) zwartych do przestrzeni polskich nie jest prostym uogol-
nieniem (zauwazmy, ze kula w takich przestrzeniach nie musi by¢ zwarta). Jak podkreslaja
wybitni matematycy, tacy jak M. Hairer [Hai02, HM08, CH15] czy A. Lasota [Las95|, stanowi
to znaczacy postep jakosciowy. W przestrzeniach polskich wiekszo$é metod opracowa-
nych dla przestrzeni lokalnie zwartych i o-zwartych staje sie niemozliwa do zasto-
sowania — co sprawia, ze konieczne jest opracowanie nowych koncepcji.

Dodatkowo tego rodzaju badania sa silnie motywowane przez konkretne implementacje —
zob. np. [HHS16|, gdzie przedstawiono przyktad z biologii molekularnej, wskazujacy na znacze-
nie rozwazania przestrzeni nie-lokalnie zwartych jako przestrzeni standéw w ujeciu abstrakcyj-
nym; [EHM15], gdzie wykazano istnienie tagodnych rozwiazan (ang. mild solutions) problemu
ewolucji masy, przyjmujacych wartosci w przestrzeni miar i z warunkami brzegowymi doty-
czacymi przeptywu (ang. fluz boundary conditions); lub [Picl9]|, gdzie omawiane sa réwnania
rozniczkowe miarowe (ang. measure differential equations).

Ponizej przedstawiamy zwiezte podsumowanie wynikéw z serii prac zatytulowanej Opis
ergodyczny pewnych klas niestacjonarnych procesow Markowa o wartoSciach w przestrzeniach
polskich.



[H1]

[H2]

[H3]

[H4]

[H5]

W artykule badamy zaleznodci pomiedzy asymptotyczng stabilnoscig a e-wtasnoscig ope-
ratorow Markowa dzialajacych na miarach okreslonych na ogélnych (tj. polskich) prze-
strzeniach metrycznych. Chociaz zwykle skupia sie uwage na asymptotycznej stabilnosci
(a e-wlasnosé¢ przez lata byla weryfikowana tylko w celu jej potwierdzenia), podkreslmy,
ze sama e-wlasnosé ma réwniez znaczenie, miedzy innymi dlatego, ze dopiero ona za-
pewnia, ze btedy numeryczne w symulacjach sa zaniedbywalne. W artykule dowodzimy,
ze kazdy operator Markowa-Fellera asymptotycznie stabilny ma e-wtasnosé¢ wszedzie poza
zbiorem pierwszej kategorii. Przedstawiamy réowniez przyklad, ktory pokazuje, ze ten wy-
nik jest §cisty. Ponadto proponujemy réwnowazne kryterium dla e-wlasnoéci.

Badamy PDMP ¥ z polska przestrzenig stanéw, ktérego deterministyczne zachowanie
pomiedzy losowymi skokami jest regulowane przez skonczong liczbe pétpotokéw, a kazdy
stan zaraz po skoku jest osiggany w wyniku dziatania losowo wybranej transformacji cia-
glej. Przyjmujemy, ze skoki pojawiaja sie w losowych momentach, ktore pokrywaja sie
z czasami skok6w procesu Poissona o intensywnoéci A\. Podajemy warunki zapewniajace
pewna forme geometrycznej ergodycznosci, a takze mocne prawo wielkich liczb (SLLN,
od ang. strong law of large numbers) dla tancucha Markowa ® okreslajacego lokalizacje
tego uktadu tuz po skokach. Ponadto dowodzimy jednoznacznej odpowiedniosci miedzy
zbiorami niezmienniczych miar probabilistycznych tancucha ® i PDMP W. Te wyniki
pozwalaja nam wyprowadzi¢ SLLN dla interesujacego nas PDMP. Badany uktad dyna-
miczny jest inspirowany pewnymi modelami ekspresji i autoregulacji genéw.

Badamy PDMP ¥ wprowadzony w [H2| (aczkolwiek z tylko jednym poétpotokiem, okre-
slajacym zachowanie ukladu pomiedzy losowymi skokami). Celem artykutu jest udowod-
nienie cigglej zaleznodci jedynej niezmienniczej miary probabilistycznej tego procesu od
wskaznika intensywnosci skokdw \. Podczas gdy twierdzenia graniczne dostarczaja teore-
tycznych podstaw do odpowiedniej aproksymacji miar niezmienniczych, uzyskany wynik
potwierdza stabilnosé tej procedury — przynajmniej lokalnie w przestrzeni parametrow.
Co wiecej, potwierdza odpowiednio$é¢ tego modelu jako narzedzia do analizy dynamiki
ekspresji genéw u prokariotow.

W artykule proponujemy pewne warunki, stosunkowo tatwe do zweryfikowania, ktore
zapewniaja centralne twierdzenie graniczne (CLT, od ang. central limit theorem) dla
ogolnej klasy niestacjonarnych taricuchow Markowa-Fellera (o wartosciach w polskich
przestrzeniach metrycznych). Te klase mozna krotko scharakteryzowaé za pomoca dwéch
wlasciwosei: po pierwsze — operator przejécia rozwazanego taricucha spetnia (nieliniowy)
warunek typu Lapunowa, a po drugie — istnieje odpowiednie sprzezenie markowowskie
(ang. Markovian coupling), ktorego funkcje prawdopodobieristwa przejscia mozna roz-
bi¢ na dwie czesci, z ktérych jedna jest zwezajaca i — w pewnym sensie — dominujaca
nad druga. Podane warunki gwarantuja zarowno geometryczng ergodycznosé (w metryce
Forteta-Mouriera), jak i CLT. Aby uzasadni¢ przydatnosé¢ naszego kryterium, weryfiku-
jemy je dla konkretnego markowowskiego uktadu dynamicznego z czasem dyskretnym
(wprowadzonego w [H2]), do ktérego nie udato nam si¢ zastosowaé zadnej innej istnie-
jacej wersji CTG dla tanicuchéow Markowa.

Proponujemy pewne warunki implikujace funkcjonalne prawo iterowanego logarytmu
(LIL, od ang. law of the iterated logarithm) — tzw. zasade niezmienniczosci Strassena
dla LIL — dla og6lnej klasy niestacjonarnych tancuchéw Markowa-Fellera (zdefiniowa-
nych jak wyzej) o wartosciach w polskich przestrzeniach metrycznych. W ostatniej czesci
artykutu przedstawiamy takze przyktadowe zastosowanie naszego gtéwnego twierdzenia
do konkretnego modelu matematycznego opisujacego stochastyczna dynamike ekspresji
gen6éw (wprowadzonego w [H2]).



[H6] Dowodzimy LIL dla niestacjonarnych taicuchéw Markowa generowanych przez IFSs skta-
dajgee sie z homeomorfizmdéw zachowujgcych orientacje przedziotu (ang. IFSs consisting
of orientation-preserving homeomorphisms of the interval). Wynik wzbogaca opis ergo-
dyczny tej klasy tanicuchow Markowa, wcezesniej badanej przez K. Czudka i T. Szarka
pod katem ergodycznosci i CLT [Isr. J. Math., 239 (2012), 75-291]. Nalezy jednak zazna-
czy¢, ze rozwazane tutaj taicuchy moga nie zbiegaé¢ do swoich rozktadéw stacjonarnych
w tempie geometrycznym. Dlatego tez techniki opracowane w [H5] (lub inne podobne)
nie majg tu zastosowania.

Bardziej szczegolowa dyskusje na temat wyzej przytoczonych wynikow (a takze tych za-
prezentowanych w artykutach [N1] oraz [E1|-[E4], z ktorych kazdy jest powiazany tematycznie
z osiagnieciem naukowym) mozna znalez¢ w nastepnej sekcji. Omowienie zawiera tlo histo-
ryczne badan, odniesienia do innych prac naukowych, opis zastosowanych technik dowodowych,
a takze pewne otwarte pytania, na ktére bedziemy szukaé¢ odpowiedzi w przysztosci.

4.3.2 Opis wynikéw

Ttlo historyczne tej cze$ci badan nad asymptotyka proceséw Markowa, ktéra
odwoluje sie do warunku réwnociagtosci

Zachowanie asymptotyczne proceséw Markowa — w szczegdlnosci istnienie i jednoznacznosé ich
rozktadow stacjonarnych, a takze staba zbieznos¢ rozktadow tych procesow do ich (jedynych)
rozktadow stacjonarnych niezaleznie od rozktadow poczatkowych (asymptotyczna stabilnosé)
— od lat jest przedmiotem szeroko zakrojonych badan. W toku tychze badan wypracowano
rozne techniki, glownie takie, ktore odwotuja sie do réwnocigglosci (ang. equicontinuity) rodzin
operatorow Markowa (zob. np. [Ste94, LS06, Worl0, SW11, Czal2, CH14, WW18|, w ktorych
wykazano pewne wlasnosci ergodyczne tancuchéw Markowa, lub [SSU10, KS11], w ktorych
przedmiotem badan jest asymptotyka proceséow Markowa z czasem ciagglym).

Poczatkowo tego rodzaju techniki rozwijano na potrzeby analizy proceséw Markowa o war-
tosciach w zwartych przestrzeniach metrycznych (por. [Jam64]) lub lokalnie zwartych podprze-
strzeniach przestrzeni Hausdorffa (por. [MT93b]). Pdozniej wprowadzono tzw. technike ograni-
czenia dolnego (ang. lower-bound technique) dla rownociaglych rodzin operatorow Markowa,
dzigki ktorej mozna skutecznie dowodzi¢ twierdzen dla procesoéw o wartosciach w ogolnych (tj.
polskich, a wiec zupelnych i osrodkowych) przestrzeniach metrycznych (zob. np. [LS06, Szal3|,
a takze pierwsze wyniki [Sza03, Sza06] dotyczace asymptotyki taricuchow Markowa ewolu-
ujacych w przestrzeniach polskich). W literaturze przedmiotu znajdziemy pojecia takie jak
e-wtasnosé (ang. e-property) [SW11, Czal2, CH14|, asymptotyczna e-wtasnosé (ang. eventual
e-property) [Worl0, Czal8|, Cesdro e-wtasnosé¢ (ang. Cesdro e-property) [Worl0], czy nawet
jednorodna réwnociggtosé na kulach (ang. uniform equicontinuity on balls) [HHS16]. Ostat-
nio, wykorzystujac w tym celu wlasnos¢ typu Schura, autorzy pracy [HSWZ21] pokazali $cisty
zwiazek zachodzacy miedzy pojeciami réwnociagltoéci dla operatoréw Markowa dziatajacych
na miarach oraz dla ich operatoréw dualnych dziatajacych na funkcjach.

Zalezno$ci pomiedzy asymptotyczng stabilnoscig a e-wlasnos$cia

Niech (F, p) bedzie przestrzenia polska, oraz niech R bedzie dostatecznie duzym podzbiorem
zbioru Cy(E) sktadajacego sie ze wszystkich funkcji f : E — R, ktore sa ciagle i ograniczone.



Mowimy wowczas, ze regularny operator Markowa P (przy czym operator do niego dualny
bedziemy oznaczac tym samym symbolem) ma e-wtasnosé w R, jesli rodzina { P" f } e, iteracji
jest réwnociagta dla wszystkich funkcji f € R, tzn. dla dowolnej f € R zachodzi zbieznosé

lim sup |P"f(z) — P"f(2)| =0 dlakazdego =z € E.

T2 peN
Podobnie o regularnej potgrupie Markowa {P(t)}cr, powiemy, ze ma e-wlasnos¢ w R, je-
8li rodzina {P(t)f}icr, jest rownocigglta dla wszystkich f € R. W wielu pracach (zob. np.
[KPS10, Worl0, SW11, HSZ17, Czal8|) przyjmuje si¢, ze R jest zbiorem Lip,(F) wszyst-
kich funkgcji lipschitzowskich i ograniczonych. Warto jednak pamietaé, ze R moze by¢ rowniez
zbiorem funkeji ciagtych i ograniczonych z ograniczonym (lub zwartym) nosnikiem (zob. np.
[MT93b, Ste94, Czal2]), a nawet calym zbiorem Cy(E) (jak w naszych pracach [H1] i [N1]).
Definicje e-wlasnoéci dla réznych zbioréw R w ogdlnosci nie sa sobie roéwnowazne. Jedli jed-
nak zalozymy, ze regularny operator Markowa P jest asymptotycznie stabilny, niektérych
7z tych poje¢ mozemy uzywaé zamiennie (zob. uwage 2.1 oraz lemat 3.4 w [H1|). Poréwnanie
poje¢ e-wlasnosdci dla réznych zbioréw R w przypadku pétgrup Markowa przedstawiono na-
tomiast w dodatku II do pracy |[N1|. Aby zapewni¢ rownowazno$¢ niektorych z tych pojec,
potrzebna jest tym razem nie tylko asymptotyczna stabilnos¢ potgrupy {P(t)}icr, , lecz takze
jej stochastyczna ciggto$é w zerze (ang. stochastic continuity at zero), zdefiniowana tak jak
w [Dyn65, Dyn00, KW12].

Znajac kryteria asymptotycznej stabilnosci operatoréw Markowa z e-wlasnoscia, mozemy
zapyta¢ o odwrotng zaleznoéé, a mianowicie: Czy asymptotyczna stabilnosé operatoréow Mar-
kowa automatycznie implikuje ich e-wtasnosé?. Odpowiedz na to pytanie jest negatywna — a do-
wiedziono tego w pracy [HSZ17]. Dokladniej rzecz ujmujac, autorzy tej pracy przedstawiaja
przyktady operatoréw Markowa-Fellera, ktére sa asymptotycznie stabilne, ale nie maja e-wta-
snosci. Jednoczesnie dowodza, ze kazdy asymptotycznie stabilny operator Markowa-Fellera,
ktérego niezmiennicza miara probabilistyczna p., jest taka, ze wnetrze jej nosnika jest zbiorem
niepustym (Int(supp(us)) # 0), spelnia e-wlasnosé (zob. [HSZ17, twierdzenie 2.3]).

W [H1]| uogolniamy ten wynik, tzn. dowodzimy, ze dowolny asymptotycznie sta-
bilny operator Markowa-Fellera ma e-wlasnos$é¢ wszedzie poza zbiorem pierwszej
kategorii (zob. twierdzenie 3.1 w [H1|; por. rozdzial 4.3.3 niniejszego autoreferatu). Ponadto
w twierdzeniu 3.5 w [H1| proponujemy warunek rownowazny e-wlasnosci dla asymptotycz-
nie stabilnych operatoréw Markowa-Fellera — mianowicie pokazujemy, ze asymptotycznie
stabilny operator Markowa-Fellera ma e-wlasno$¢ wtedy i tylko wtedy, gdy ma
e-wlasno$é w co najmniej jednym punkcie noénika jego niezmienniczej miary pro-
babilistycznej. Wykazane przez nas twierdzenia naturalnie implikuja [HSZ17, twierdzenie 2.3|
(por. rozdziat 4.3.3 niniejszego autoreferatu). W rzeczywistosci implikujg one jeszcze wiecej
— poniewaz dzieki lematowi 3.4 w [H1| wiemy, ze przyjete zalozenia gwarantuja e-wlasnos§c
w Cyp(E) (podczas gdy [HSZ17, twierdzenie 2.3] oryginalnie sformutowano dla e-wtasnosci
w Lipy(E), co jest mniej ogolne).

W pracy |[H1| prezentujemy réwniez dwa przykltady istotne z punktu widzenia badan
nad e-wtasnodcia. W pierwszym z nich definiujemy asymptotycznie stabilny operator
Markowa-Fellera, dla ktorego zbidr punktéw bez e-wlasnosci jest gesty. Tym samym
pokazujemy, ze gtowny wynik pracy [H1|, tj. twierdzenie 3.1, jest $cisty. W drugim przykta-
dzie konstruujemy asymptotycznie stabilny operator Markowa-Fellera, dla ktérego
zbi6ér punktow bez e-wlasnosci jest nieprzeliczalny (zob. sekcje 4 w [H1]).

Temat zwiagzku pomiedzy e-wlasnoscig a asymptotyczna stabilnodcig podejmujemy réwniez
w naszej ostatniej pracy [N1], w ktorej odpowiadamy na pytanie: Kiedy asymptotycznie stabilna
potgrupa Markowa ma e-wlasnosé?. Jedno z gltéwnych twierdzen tej pracy (twierdze-
nie 1) jest odpowiednikiem [HSZ17, twierdzenia 2.3] dla polgrup Markowa, dlatego
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tez jego dowod opiera sie na pewnych koncepcjach pochodzacych z [HSZ17]. Roznica polega
na tym, ze warunki gwarantujace e-wtasnos¢ dla pojedynczego asymptotycznie stabilnego ope-
ratora Markowa P (tj. wiasnos¢ Fellera i niepustos$¢ wnetrza nosnika niezmienniczej miary pro-
babilistycznej tego operatora) sa niewystarczajace, by dowies¢ tej wlasnosci dla asymptotycz-
nie stabilnej pétgrupy Markowa {P(t)}icr, (kontrprzyklady podajemy w sekcji 2.2 artykutu
[N1]). Przy takich zatozeniach mozemy jedynie pokazac, ze potgrupa { P(t)}icr, ma asympto-
tyczng e-wtasnosé (tzn. e-wlasnosé¢ zachodzaca od pewnego momentu, a nie — w calym prze-
dziale czasowym ¢ € R ). Aby udowodni¢ e-wtasnosé, nalezy przyjac¢ dodatkowe zatozenie o sil-
nej stochastycznej ciggtosci (ang. strong stochastic continuity; por. |[EKS86, str. 6]) potgrupy
{P(t)}ier, . Dokladniej rzecz ujmujac, w twierdzeniu 2 w [N1| dowodzimy, ze dowolna sil-
nie stochastycznie ciagla pélgrupa Markowa, ktéra ma asymptotyczna e-wlasnosé,
ma réwniez e-wlasnosé. Co ciekawe, zalozenia nie mozna ostabi¢. Przykltad 2 w pracy
[N1] ilustruje, ze staba stochastyczna ciaglosé — czyli taka, w ktorej zbieznosé w nor-
mie supremum zostanie zastgpiona zbieznoscia punktowa — niekoniecznie impli-
kuje pozadane twierdzenie, chyba ze podstawowa przestrzen fazowa jest zwarta
(zob. dodatek I do pracy [H1]). Z dwoch powyzszych twierdzen (tj. twierdzen 1 i 2 w [N1])
mozemy zatem wywnioskowaé, ze asymptotycznie stabilna pdlgrupa Markowa-Fellera
posiada e-wlasno$é pod warunkiem, ze jest ona réwniez silnie stochastycznie cia-
gla, a wnetrze no$nika jej niezmienniczej miary probabilistycznej jest niepuste
(wniosek 1 w |N1]).

Nieco ogolniejsze twierdzenie, w kt6rym zamiast asymptotycznej stabilnogci pétgrupy mar-
kowowskiej zaklada sie jej ,asymptotyczng ciggtos¢” (ang. “eventual continuity”), zostalo poz-
niej udowodnione w [LL23] (zaznaczmy jednak, ze autorzy tej pracy dowodza mniej ogolnej
e-wta- snosci w Lip,(E)). My natomiast skupiamy sie na wykazaniu, ze wyniki w [N1] sa sciste
— w tym sensie, ze zalozenia o silnej stochastycznej ciagltosdci rozwazanego operatora Markowa-
Fellera nie mozna zastapi¢ zalozeniem o jego stochastycznej ciaglosci (pojecia e-wtasnosci
i asymptotycznej e-wlasnoscei nie beda wowcezas rownowazne). Tym samym odpowiadamy na
piate otwarte pytanie postawione przez autoréow pracy |LL23|.

Na koniec warto zauwazy¢, ze jesli pracujemy z pétgrupami Markowa {P(t)}:er. , stocha-
styczna ciggtodc¢ nie jest szczegblnie restrykcyjnym warunkiem. Zaktada sie ja, np. aby pokazaé
wspolna mierzalnosé potgrupy (jak zauwazono w [Worl0, propozycji 3.4.5]) lub jednoznacznie
scharakteryzowac potgrupe Markowa-Fellera za pomoca jej (stabego) generatora infinitezymal-
nego (zob. [Dyn65, twierdzenie 2.5]).

Asymptotyczna stabilnosé, zwlaszcza osiggana w tempie wykladniczym, jest
jedna z najbardziej pozadanych wtasciwosci ergodycznych — jednak dopiero do-
datkowo spelniona e-wlasnosé gwarantuje, ze pewne bledy numeryczne w symula-
cjach mozna traktowaé jako pomijalne (zob. rowniez prace [CH14|, w ktorej udowodniono,
ze asymptotycznie stabilny operator Markowa-Fellera zbiega do swojego rozktadu stacjonar-
nego jednostajnie, o ile spetnia odpowiedni warunek réwnociagtosci). W swietle powyzszej
obserwacji czysto teoretyczne wyniki z prac [H1| i [N1] okazuja si¢ by¢ wazne row-
niez z punktu widzenia zastosowan praktycznych.

Nasze dalsze badania dotyczace zwiazku miedzy asymptotyczna stabilnoscia a e-wtasnoscia
beda koncentrowaé sie wokot proby zastapienia zatozenia o niepustosci wnetrza nosnika nie-
zmienniczej miary probabilistycznej danego operatora/pdtgrupy Markowa przez inny, mniej
restrykcyjny i tatwiejszy do zweryfikowania warunek — na przyktad zaltozenie, ze jedyny nie-
zmienniczy rozktad stacjonarny jest rozktadem bezatomowym (ang. atomless distribution).



Techniki sprzegania asymptotycznego (ang. asymptotic coupling techniques)

Jak juz wspomniano w rozdziale 4.3.2: Tto historyczne tej czesci badan nad asymptotykq pro-
cesow Markowa, ktéra odwotuje sie do warunku réownocigglosci, asymptotyczne zachowanie
markowowskich ukladéw dynamicznych czesto bada sie przy uzyciu technik opartych na wy-
korzystaniu warunku réwnociagtosci. Jednak aby wykazaé ergodyczno$é danego uktadu loso-
wego — a dodatkowo oszacowaé tempo, w jakim uklad ja osiaga — mozna skorzysta¢ z zupelnie
innej metody, opartej na sprzeganiu asymptotycznym catych trajektorii proceséw Markowa. To
nowoczesne podejscie zaproponowal M. Hairer w swojej glosnej pracy [Hai02], inspirowane;
glownie artykutem [Mat02] J.C. Mattingly’ego na temat drugiego rownania Naviera-Stokesa.
W kolejnych latach metode sprzegania asymptotycznego rozwijano zaréwno dla operatoréw
Markowa — szczegdlnie tych, ktore opisuja ewolucje IFSs (por. [S11, Czal8, CK19, KS20] lub
[D3], [H2]) — jak i dla potgrup Markowa, opisujacych m.in. PDMPs (zob. np. [CH15] lub [E2]),
dziatajacych na ogolnych (polskich) przestrzeniach metrycznych.

Idee lezaca u podstaw wszystkich technik sprzegania asymptotycznego mozna krétko opisaé
w sposob przedstawiony nizej. Dla danego tancucha Markowa {¢y, }nen, z funkcja prawdopodo-
biefistwa przejscia P rozwazamy jego dwie instancje: jedng z punktem poczatkowym xg, ozna-
czang przez {gb,(ll)}neNo, oraz druga z punktem poczatkowym yg, oznaczang przez {gbg?)}neNO.
Celem opisywanej metody jest zblizenie trajektorii fanicuchow {(;5%1)}”61\10 i {qbg)}neNo (na tyle,
na ile to mozliwe) poprzez tworzenie odpowiednich korelacji miedzy nimi. Przy pewnych (dog¢
ogolnych) zatozeniach mozna to zrobi¢ dzieki rozbiciu funkeji prawdopodobieristwa przejscia
sparowanego tancucha {( S), gbg))}neNO na dwie czesci, z ktorych jedna jest zwezajaca oraz —
w pewnym sensie — dominujaca nad druga (szczegotowa konstrukcje mozna znalezé np. w sek-
cji 1.3 artykutu [H4]).

W literaturze przedmiotu znajdziemy réwniez pojecie tzw. czasu sprzezenia Teouple, tzn.
losowego momentu, w ktorym obie kopie taiicucha Markowa {¢n, }nen, po raz pierwszy osiagaja
ten sam stan, tj. Teouple = min{n € Ny : ¢7(11) = (]5512)}. Wiemy, ze jesli Teouple < 00, to tanicuchy
mozna sparowa¢ w taki sposéb, by od momentu 7eouple ich trajektorie byly ze sobg ,skle-
jone” (zob. np. [Lin02, MT93b]). Nie jest to jednak przypadek, z ktérym mamy do czynienia
w niniejszym autoreferacie — dlatego, podazajac za pomystem M. Hairera [Hai02|, trajekto-
rie tancuchow, ktére nie moga sie spotka¢ w skoficzonym czasie, sprzegamy asymptotycznie
(zob. rowniez [HMO8|, gdzie podano przyktad taricucha Markowa o wartosciach w przestrzeni
nieskoriczenie wymiarowej, ktérego kopie startujace z dwéch réznych punktéw poczatkowych
indukuja miary wzajemnie singularne).

Na zakonczenie warto wspomnieé, ze techniki sprzegania asymptotycznego moga poshuzyé
nie tylko do wykazywania wyktadniczej ergodycznosci, lecz takze do dowodzenia twierdzen
granicznych — takich jak SLLN (por. [HS16]), CLT (zob. np. [D2]|, [Horl6|, [H4]), czy LIL
(por. [D1], [H5|, [E4]). W szczegblnosci artykuty [H4] i [H5| — oba oparte na tworczej
adaptacji technik sprzegania asymptotycznego — stanowia wazny wklad w badania
nad ogoélnymi wersjami twierdzeri granicznych dla proceséw Markowa przyjmuja-
cych wartosci w przestrzeniach polskich.

PDMPs sterowane przez polpotoki przelaczane losowo

Nasza poczatkowa motywacja do kreatywnego zastosowania technik sprzegania asymptotycz-
nego byla cheé¢ przygotowania opisu ergodycznego pewnego losowego uktadu dynamicznego,
ktory stuzy m.in. do opisu prostego modelu podziatu komérki. Uktad ten byt juz wezesniej ba-
dany pod katem stabilnosci przez A. Lasote i M.C. Mackeya w pracy [LM99]. My natomiast,
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korzystajac z technik sprzegania asymptotycznego M. Hairera [Hai02] (zob. réwniez [S11]),
oszacowaliSmy tempo zbieznosci do jedynego rozkladu stacjonarnego tego ukladu
jako geometryczne [D3| i wykazaliSmy zar6wno CLT [D2|, jak i LIL [D1] (tutaj dodat-
kowo odwotujac sie do pewnych pomystéow z prac [MWO00] i [BMS12]). W tym samym czasie
R. Kapica i M. Sleczka zaadaptowali te techniki, aby wykaza¢ swoje kryterium ergodycznosci
geometrycznej (|[KS20, twierdzenie 2.1]) dla tancuchoéw Markowa o wartosciach w przestrze-
niach polskich, ze szczegblnym zastosowaniem do losowych iteracji z prawdopodobienistwami
zaleznymi od potozenia. Wszystkie powyzsze wyniki i lezgce u ich podstaw idee okazalty sie
przydatne do analizy pewnej klasy PDMPs, sterowanych przez potpotoki przetaczane losowo.

PDMPs, wprowadzone przez M. Davisa [Dav84] (zob. takze [Cos90, Dav93, Dav06]), sta-
nowia obszerna klase niedyfuzyjnych proceséw Markowa, dla ktorych losowosé wynika wy-
tacznie z mechanizmu skokdw, obejmujacego czasy skokéw, lokalizacje tuz po skokach i inne
zmiany zachodzace w momentach skokéw. Ta rodzina proceséw znajduje liczne zastosowania
w dziedzinach takich jak biologia [CDMRI12, MTKY13, RTK17|, modelowanie przechowy-
wania [BKKPO05| i ruchu internetowego [GR09|, a takze w teorii sterowania i optymalizacji
[CD99, CDO08]. PDMPs sa tez rozwiazaniami pewnych wariantow stochastycznych réwnarn
rozniczkowych sterowanych procesem Poissona (zob. np. [CK19, Hor02, Kaz13, MZ10|), ktore
badali przede wszystkim A. Lasota i J. Traple [LT03], a ktére maja istotne zastosowania w bio-
matematyce, fizyce i inzynierii (zob. np. [Sny75, DHT84]).

W tym autoreferacie zajmiemy sie m.in. pewnym losowym ukladem dynamicz-
nym o przestrzeni stanéw Y bedacej polska przestrzenia metryczna (wyposazona
w o-algebre B(Y') zbioréw borelowskich), ktérego ewolucje zaburzaja losowe skoki, wy-
stepujace w momentach odpowiadajacych czasom skokéw procesu Poissona. Ozna-
cza to, ze odstepy w czasie pomiedzy kolejnymi skokami maja rozktad wykladniczy o statej
intensywnosci A\. Pomiedzy dwoma sasiednimi skokami dynamike tego uktadu okresla jeden
z potpotokéw, losowo wybrany z pewnego skoniczonego zbioru {S;}ier wszystkich dostepnych
potpotokow, gdzie S; : Ry x Y — Y. Wybor potpotoku okresla macierz [m;j]; jer funkeji cia-
glych m;; Y — [0, 1], spelniajacych warunek >, mi;(y) = 1 dla kazdego y € Y i kazdego
i € 1. Losowy stan ukladu osiagany zaraz po skoku (dalej nazywany lokalizacjq tuz po skoku;
od ang. post-jump location) zalezy od stanu bezposrednio go poprzedzajacego, a jego rozktad
okregla jadro stochastyczne J : 'Y x B(Y) — [0,1]. Z tego typu ukladem zwiazany jest wiec
zaréwno PDMP, jak i taricuch Markowa opisujacy stany uktadu tuz po skokach.

Moéwigc nieco doktadniej, badamy proces stochastyczny W := (Y (t),£(t)),cp,, ktory przyj-
muje wartosci w X := Y x I, a ktorego dynamike mozemy opisa¢ w nastepujacy sposob.
Startujac z pewnego punktu (yo, i), proces ¥ ewoluuje deterministycznie zgodnie z funkcja
t — (Siy(t,90),%0) az do momentu t; pierwszego losowego skoku. W tym momencie trajek-
toria pierwszej wspoétrzednej ,skacze” do innego punktu y; przestrzeni Y, przy czym praw-
dopodobienstwo trafienia do zbioru B € B(Y') wynosi J(S;,(t1,%0), B). Jednoczesnie indeks
»aktywnego” potpotoku, okreslany przez {£(t)}icr, , zostaje losowo zmieniony z ig na inny (lub
ten sam) indeks 41, z prawdopodobienistwem 7;,;, (y1). Nastepnie, po starcie z nowego stanu
(y1,11), cala procedura zostaje wznowiona i przebiega analogicznie. Formalnie proces ¥ mozna
zatem zdefiniowaé przez nastepujace roéwnania:

Y(t) =8, t—m,Ys) 1 &t):=& dla te[m, i), n €Ny, (1)

gdzie @ := {(Yn, &, ™) bnen, jest taticuchem Markowa jednorodnym w czasie, przyjmujacym
wartosci w przestrzeni stanéow X X R, z funkcja prawdopodobiefistwa przejscia spelniajaca

0 A, = 1,8)) = Ooe_’\t ilu, g s) mii(u i(t,y),du
B (B0 € A| &y = (4.4,5)) 2;/0 A /YﬂA( ot ) () J (Si(t ), du) db (2)

11

Podsumo-
wanie
wynikéw
7 serii

prac
[D1]-[D3).

Opis klasy
losowych
uktadow
dyna-
micznych
badanych
w pracach
[H2]-[H5],
[E1]-[E4].



dla dowolnych n € Ny oraz dla kazdego zbioru borelowskiego A C X x R,. Oczywiscie, cala
losowos¢ procesu W zawiera sie w taricuchu ®. Co wiecej, ciag ® := {(Yn, &n) fnen, zmiennych
losowych, opisujacych lokalizacje procesu ¥ tuz po skokach, rowniez jest taricuchem Markowa
o wartosciach w przestrzeni X (wzgledem swojej filtracji naturalnej). Wowczas jasnym jest,
ze funkcja przejscia tego taricucha ma postac

P((yvl)’A) = P((I)n+1 €A | ¢, = (yvl))
=5 [T [ i) w00 (500, ) ®)

Jjel
dla kazdego n € Ny i dowolnego zbioru borelowskiego A C X.

Rozwazana tutaj podklasa PDMPs przypomina nieco t¢ badana w [Cos90, CD99, CDOS,
BLBMZ12, BLBMZ15, BHS18, BS19]. Autorzy wszystkich wymienionych prac skupiaja
sie jednak na procesach ewoluujacych w przestrzeniach skonczenie wymiarowych
(a wiec lokalnie zwartych). W takim przypadku, jesli chce sie pokazaé istnienie
niezmienniczych miar probabilistycznych badz ergodycznos$é (zwykle w normie
wahania catkowitego, od ang. total variation norm), mozna korzystaé¢ z réznych
adaptacji konwencjonalnych metod S.P. Meyna i R.L. Tweediego [MT93a, MT93b],
odwolujacych sie przede wszystkim do laicuchéw powracajgcych w sensie Harrisa
(ktora to wlasnosé mozna wykazaé, np. uzywajac warunkéw typu Hoérmandera, od
ang. Hérmander-type bracket conditions, tak jak zrobiono to w [BLBMZ15]), lub
pewnych kryteriéw odnoszacych sie do tzw. dryfu w kierunku ,malego zbioru”
(ang. drift towards a petite set). Warto jednak zwrocié uwage, ze tego typu tech-
niki sa zazwyczaj efektywne tylko dla proceséw -nieredukowalnych, co oczywiscie
nie dotyczy naszych rozwazan (zob. rowniez odpowiedni komentarz we wstepie
do artykulu [H2| i w streszczeniu pracy [HMOS8| na temat tzw. luki spektralnej
(ang. spectral gap) w odlegto$ci Wassersteina dla polgrup Markowa o wartosciach
w przestrzeniach Banacha, gdzie wyjasniono, dlaczego potrzebne jest nowe po-
dejscie do pracy z nieskoriczenie wymiarowymi przestrzeniami, w ktérych zwykle
warunki Harrisa czy Doeblina — ukierunkowane na zbiezno$é w normie wahania
calkowitego — zwykle nie spelniaja swojej roli; por. [HM11]).

Zaznaczmy, ze w serii artykutow [H2|, [H3|, [E1]-[E4] (skupionych na pewnych wtasno-
$ciach ergodycznych potgrup Markowa) zwracamy uwage na szczeg6lny przypadek opisanych
wczedniej PDMPs, w ktérym jadro skokéw J jest prawdopodobieristwem przejscia pewnego
losowo zaburzanego IFS, zadanym przez

J(y,B) = / y /@ L (wa(y) + ) poly) 9(dB)w(dv) dla yeY i BeBY), (4)

w ktérym to przypadku Y jest domknietym podzbiorem przestrzeni Banacha H, v jest bore-
lowska miara probabilistyczng na H z ograniczonym nosnikiem, © oznacza dowolng przestrzen
topologiczna wyposazona w miare borelowska v, {wp}gco jest dowolna rodzing ciagtych prze-
ksztalcen przestrzeni Y w siebie, taka ze wg(Y) + v C Y dla dowolnego v € supp(v), a od-
wzorowania © 3 0 — py(y) € Ry, y € Y, sa odpowiadajacymi jej funkcjami gestosci prawdo-
podobienistwa wzgledem miary 9, zaleznymi od potozenia.

W takim ujeciu rozwazany model moze postuzyé¢ do analizy dynamiki ekspresji
genow u prokariotéw (zob. np. [BTKI16|, [MTKY13|, sekcje 5.1 w [H2] lub przyktad 7.3
w [E2]). Ponadto, jesli v = dp, J(©) = 1 oraz py = 1 dla kazdego 0 € O, to {Y (t)}icr,

12

Por6wnanie
rozwaza-
nej tutaj
klasy
PDMPs

z tymi,
ktore ba-
dane sa

w innych
pracach.



mozna traktowaé jako rozwiazanie stochastycznego réwnania ewolucji z szumem
Poissona (zob. np. [Hor02, LT03, MZ10, Kaz13, CK19]).

Z kolei dyskretny uklad dynamiczny ¢ z jadrem skokéw J zadanym przez (4)
moze shuzyé jako model autoregulacji genu (opisany w [HHS16| lub w sekcji 5.2 arty-
kutu [H2|). Wlasnie dzieki temu przykladowi widzimy, jak istotne jest rozwazanie
modeli abstrakcyjnych z przestrzenia stanéw, ktora nie jest lokalnie zwarta (w mo-
delu autoregulacji genu rozpatruje sie przestrzen fazowa zlozona z funkcji ciaglych
okreslajacych koncentracje zwiazkéw chemicznych w poszczegolnych punktach cy-
toplazmy komorki). Ergodycznosé i twierdzenia graniczne dla tego modelu wykazalismy
w pracach [H2|, [H4] i [H5].

Ergodyczno$é¢ rozwazanej klasy PDMPs i odpowiadajacych im lancuchow
opisujacych ich lokalizacje tuz po skokach

W ostatnich latach podczas naszych badan skupialiémy sie w duzej mierze na analizie PDMP
U i powigzanego z nim taricucha ®, opisujacego jego lokalizacje tuz po skokach (oba pro-
cesy zostaly wprowadzone i omowione w poprzedniej sekcji). Naszym glownym celem bylo
opracowanie ich opiséw ergodycznych, a tym samym — udzielenie odpowiedzi na nastepujace
pytania:

e Czy procesy ® i U sq ergodyczne — a jesli tak, to jak szybko stabilizujq sie ich rozktady?,

e Jakie wtasno$ci majg ich niezmiennicze miary probabilistyczne? Jak zalezq od para-
metréw modelu? Czy sq singularne, czy absolutnie ciggle wzgledem miary Lebesque’a
(w przypadku uproszczonego modelu, w ktdrym przestrzen fazowa tych proceséw to R?)?,

o Czy zachodzq jakie$ twierdzenia graniczne dla tych proceséw?.

Aby rozpoczad nasze badania, najpierw musielisémy ustalié¢ zatozenia, przy ktorych procesy
® i U maja rozktady stacjonarne (w rzeczywistosci zrobiliémy nawet wiecej — tzn. zapropo-
nowali$my stosunkowo tatwe do zweryfikowania warunki, ktore gwarantuja, ze te
rozklady stacjonarne, oznaczone odpowiednio jako p® i ;Y, nie tylko istnieja, ale
rowniez sa jedyne).

Dla szczegdlnej wersji modelu z jadrem skokéw J zadanym wzorem (4), w kto-
rym to przypadku funkcja przejscia P taricucha ® (zob. (3)) ma nastepujaca postac:

) = - e M w, ; v, 7) T (w ; v
Pl A) =3 | /Supp(y) [ 10 (S1(8.90) + 0.3) i Cw (S:(t.9) +0)
x pg (Si(t,y)) ¥(dO) v(dv)dt dla dowolnych (y,i) € X, A € B(X),

()

zrobiliSmy to w pracy [H2|, a konkretnie — w twierdzeniu 4.1 dla taricucha ®
i we wniosku 4.5 dla PDMP VU (por. rozdzial 4.3.3 tego autoreferatu). Zaproponowane
w twierdzeniu 4.1 warunki sa réwniez wystarczajace, aby zapewnié¢ geomeiryczng
ergodycznos$é laricucha @, przez ktéra rozumiemy istnienie takiej jedynej niezmienniczej
miary probabilistycznej u® tego procesu, ktora przyciaga (ang. attracts) wszystkie poczat-
kowe rozkltady tego procesu (o skoniczonych pierwszych momentach) w tempie geometrycznym
wzgledem odlegtosci Forteta-Mouriera (definicje normy Forteta-Mouriera mozna znalezé¢ np.
w [Las95, str. 236] lub [LY94, str. 46]; por. [Dud66], w ktorej omawiana jest réwnowazna
jej norma Dudleya). Taka metryka, w literaturze przedmiotu znana réwniez jako bounded-
Lipschitz distance, jest zdefiniowana na stozku nieujemnych skonczonych miar borelowskich
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na X i indukuje topologie stabej zbieznosci takich miar ([Dud66, twierdzenia 8 i 9]). Za-
znaczmy réwniez, ze z twierdzenia 4.1 w prosty sposéb wynika stabilnodé samego taricucha
{Y, }nen, (zob. wniosek 4.2 w [H2]).

W dowodzie gtéwnego twierdzenia artykutu [H2| (tj. twierdzenia 4.1) korzystamy z tech-
nik sprzegania asymptotycznego wprowadzonych przez M. Hairera [Hai02] (por. [S11] i [D3])
i stosujemy oparty na nich wynik R. Kapicy i M. Sleczki [KS20] (aby zrozumieé¢ gléwne po-
mysly stojace za [KS20, twierdzeniem 2.1], odsytamy do dodatku znajdujacego si¢ na koncu
artykutu |[H2|, gdzie przedstawiamy szkic dowodu tego twierdzenia; zob. takze sekcje 2 w [H4],
ze szczegblnym uwzglednieniem lematéw 2.2 1 2.3, w ktérych dowodzimy posredniego wyniku
— cho¢ w nieco silniejszej wersji niz w [KS20]).

Warunki natozone na komponenty modelu, a wiec na potpotoki S;, ¢ € I i macierz [m;;l; jer
ich (zaleznych od potozenia) prawdopodobienstw, a takze na przeksztatcenia ciagte wy, 6 € O,
decydujace o stanach uktadu tuz po skokach, i odpowiadajacy im zbior {pg}eco (zaleznych od
potozenia) funkcji gestosci (wzgledem miary +), wymieniamy np. w sekcji 2 w [H2| (por. sekcja
4 w |H4| i sekcja 5 w [H5|). Zasadnos$¢ tych zalozenn omawiamy szczegélowo w sekcji 3
w [H2|. Wyjasniamy tam m.in., ze pdlpotoki spelniajace te warunki moga byé gene-
rowane np. przez pewne rownania rézniczkowe z udzialem operatoréw dyssypatyw-
nych (zob. takze sekcje 4 w [E2| lub sekcje 3 w [H3]; por. [IK02, CK19]). Dodatkowy warunek
dotyczacy parametru A, okredlajacego intensywnos¢ skokéw, a takze stalych wystepujacych
w przyjetych zatozeniach, jest konieczny, aby pokaza¢ warunek dryfu typu Fostera-Lapunowa,
wystepujacy w kryterium ergodycznosci wyktadniczej R. Kapicy i M. Sleczki (|[KS20, twierdze-
nie 2.1]), do ktorego odwotujemy sie w dowodzie naszego glownego wyniku. Tego typu warunki
znajdziemy w wielu pracach poswieconych wtasnosciom ergodycznym proceséw Markowa (por.
[MT93a, MT93b]). Podobne wymaganie pojawia sie tez np. w [Las95, propozycji 5.1], gdzie
rozwazane jest stochastyczne réwnanie rézniczkowe sterowane procesem Poissona.

Kolejnym waznym wynikiem artykutu [H2| jest wykazanie jednoznacznej odpowied-
nio$ci miedzy zbiorami niezmienniczych miar probabilistycznych laricucha ® i pro-
cesu U (twierdzenie 4.4 w [H2]) — mianowicie pokazujemy, ze jesli u® jest niezmiennicza
miarg probabilistyczng tancucha @, to u¥ := u®G jest niezmienniczg miarg probabilistyczna
procesu W, oraz p'W = u® (odwrotna zaleznosé jest rowniez prawdziwa), gdzie funkcje
G, W : X x B(X) — [0,1] sa jadrami stochastycznymi zadanymi przez

G((y.), A) = / T M (St y). ) dr, (6)
0
W((y.1), A) = z; / " /@ 14 (wp(y) + v.9) mij (woly) + v) po(y) 9(d6) v(dv)  (7)

dla wszystkich (y,i) € X i wszystkich A € B(X). Zaznaczmy, ze w celu udowodnienia powyz-
szego faktu zalozylismy dodatkowo, ze miara 9, okreslona na zbiorze O, jest skoriczona. Dowdd
twierdzenia 4.4 oparty jest na technikach podobnych do tych zastosowanych w [Hor08, twier-
dzeniu 5.3.1] i [BLBMZ15, twierdzeniach 2.1, 2.4] (w lematach 6.3 i 6.5 w [H2| pokazujemy,
ze potgrupa przejécia {P(t)}icr, procesu ¥ jest - odpowiednio - fellerowska i stochastycz-
nie ciaglta). Ponadto w dowodzie twierdzenia 4.4 w [H2| korzystamy rowniez z kilku faktow
z teorii polgrup operatoréw liniowych w przestrzeniach Banacha, m.in. dotyczacych stabych
generatoréw infinitezymalnych (zob. [Dyn65, str. 36-43, 47-61| oraz [Dyn00, str. 437-448]).

Z twierdzen 4.1 i 4.4 w |H2| uzyskujemy wniosek, ze PDMP ¥ ma jedyna niezmien-
nicza miare probabilistyczna pY (wniosek 4.5 w [H2]).
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Nastepnie, w propozycjach 7.1 i 7.2 oraz twierdzeniu 7.1 w [E2] wykazujemy wyktlad-
nicza ergodycznosé rozwazanego ukladu z ogélnym jadrem skokéw J (lecz ze sta-
lymi — tj. niezaleznymi od aktualnego stanu ukladu — prawdopodobieristwami
Tijy 1,7 € I). Zatem, mowiac Scisle, celem artykutu [E2| jest wskazanie stosunkowo tatwych
do zweryfikowania warunkéw na jadro J oraz potpotoki S;, ¢ € I, ktére gwarantuja, ze zaréwno
operator przejécia tanicucha ®, jak i pétgrupa przejécia procesu ¥ sa wyktadniczo ergodyczne
wzgledem metryki Forteta-Mouriera.

W naszym podejsciu, czesciowo zainspirowanym technikami wykorzystanymi w dowodzie
|[CH15, twierdzenia 1.4|, przyjmujemy nastepujaca strategie:

(I) pokazujemy, ze gdy jadro J spelnia pewna wzmocniona wersje wtasnosci Fellera, to
istnieje jednoznaczna odpowiednioéé¢ pomiedzy zbiorami niezmienniczych miar probabi-
listycznych proceséw ® i ¥ (twierdzenie 5.1 w [E2|);

(II) zauwazamy, ze kopie ®(1) i &) taricucha ® mozna sparowac¢ w taki sposob, by érednia
odleglos¢ miedzy nimi malata (w czasie) w tempie geometrycznym, co — w polaczeniu
z tzw. warunkiem dryftu Fostera- Lapunowa (zob. np. [DMS14, definicja 6.23|) i narzucona
na P wtasnoscia Fellera — zapewnia wyktadnicza ergodycznosé @ (lemat 6.1 w [E2]);

(ITI) dowodzimy, ze dla danego sprzezenia (@(1), <I>(2)) taiicucha ®, majacego wlasnosé wska-
zang w kroku (II), odpowiadajace mu sprzezenie dla procesu ¥ ma analogiczna wlasnoscé
— pod warunkiem, ze polpotoki S; spetniaja warunek typu Lipschitza (lemat 6.2 w [E2]);

(IV) zauwazamy, ze przy odpowiednich zalozeniach dla polpotokow S; i jadra J, gwaran-
tujacych spelnienie wszystkich warunkéow z krokow (I)-(I1T), istnienie odpowiedniego
sprzezenia (asymptotycznego) trajektorii procesu ® implikuje wykladnicza ergodycznoscé
odpowiadajacego mu PDMP ¥ (twierdzenie 6.1 w [E2|);

(V) wskazujemy dodatkowe zatozenie, ktore w potaczeniu z wezedniejszymi zapewnia istnienie
sprzezenia (asymptotycznego) trajektorii procesu W, opisanego w kroku (1I), co prowadzi
nas juz bezposrednio do gtownego twierdzenia pracy [E2], tj. twierdzenia 7.1 (wymagamy
istnienia podstochastycznego jadra @ s, okreslonego na Y2, o wlasciwogciach podobnych
do tych, ktorych wymaga sie w pracach [H4] i [KS20], tzn.

Qi((y1,y2), - xY) < J(y,) i Qi((y1,%2),Y x-) < J(y2,-),

co nastepnie pozwala na skonstruowanie podstochastycznego jadra @ p na X2, majacego
analogiczne wlasnosci wzgledem P; zob. lemat 7.1 w [E2]);

(VI) zauwazamy, ze funkcja przejscia pozadanego sprzezenia moze by¢ zdefiniowana jako suma
Q@ p i odpowiedniego uzupetniajacego jadra podstochastycznego (propozycja 7.1 w [E2]).

Na szczegdlng uwage zastuguje tu fakt, ze w zaproponowanym podejsciu widaé, w jaki spo-
sob wyktadnicza ergodycznoéé PDMP ¥ wynika z analogicznej wlasnosci powiazanego z nim
taricucha ® (zob. kroki (I) i (III)). Podobny efekt zaobserwujemy, gdy w kolejnych sekcjach
omawia¢ bedziemy rézne wtasnosdci niezmienniczych miar probabilistycznych proceséw @ i U,
a takze zachodzace dla nich twierdzenia graniczne.

Na koniec musimy jednak zaznaczy¢, ze kwestia wyktadniczej ergodycznosci dla PDMP
U (w szezegblnosci wynikajacej z analogicznej wlasnosci dla taricucha ®) wciaz pozostaje
otwarta w przypadku modelu z rodzing macierzy prawdopodobienstw {[m;;(y)]i jer}yey zalez-
nych od aktualnego stanu uktadu.
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SLLN dla rozwazanej klasy PDMPs i odpowiadajacych im laicuchéw opi-
sujacych ich lokalizacje tuz po skokach

Wiedzac juz, ze dany proces ma jedyny rozktad stacjonarny, mozemy oczywiscie zapytaé
o jego aproksymowanie, np. za pomoca srednich (wielu) trajektorii probkowych tego procesu.
W zwiazku z powyzszym w pracy [H2|, oprocz dowodu wykladniczej ergodycznosci, prezen-
tujemy rowniez dowéd SLLN zaréwno dla laricucha ® (twierdzenie 4.3), jak i dla
PDMP V¥ (twierdzenie 4.7).

SLLN dla ®, mowiace o tym, ze dla kazdej funkcji g : X — R, ktora jest lipschitzow-
ska i ograniczona, $rednie n~! zz;é g(®y,) zbiegaja do [ g du® prawie na pewno (gdzie u
oznacza jedyna niezmiennicza miare probabilistyczng taricucha @ ), wynika z jego geometrycz-
nej ergodycznosci (wykazanej juz w twierdzeniu 4.1 w [H2]) i zmodyfikowanej wersji [Shi03,
twierdzenia 2.1, przedstawionej jako twierdzenie 6.2 w [H2|, ktora jest wersja SLLN dla mie-
szajgeych (ang. mizing-type) taricuchow Markowa. Oryginalny wynik A. Shirikyana ([Shi03,
twierdzenie 2.1]) zostat sformutowany dla taricuchow Markowa ewoluujacych w przestrzeniach
Hilberta — jednak po dokladnym przeanalizowaniu jego dowodu widaé, ze wynik ten mozna
tatwo zaadaptowaé do taricuchéw Markowa o wartodciach w przestrzeniach polskich (twierdze-
nie 6.2 w [H2]).

Nastepnie, korzystajac z metody martyngatowej (por. [BLBMZ15]), pokazujemy SLLN dla
PDMP V¥ na podstawie juz wykazanego SLLN dla ® oraz jednoznacznej odpowiedniosci nie-
zmienniczych miar probabilistycznych procesow W i & (zob. twierdzenie 4.4 w [H2|). Mowiac

......

nich ¢! fotg(\I/(s))ds int Zg;gl Gg(®Py), gdzie G jest zdefiniowane w (6), g : X — R
jest pewna funkcja lipschitzowsks i ograniczong, a {N;}cr, oznacza proces zliczajacy zda-
rzenia (ang. renewal counting process) z momentami przyjscia (ang. arrival times) T,, tj.
Ny :=max{n € Ny : 7, <t} dlat € Ry. Uzywajac argumentéw podobnych do tych z dowodu
[BLBMZ15, lematu 2.5], pokazujemy, ze réznica miedzy tymi dwoma $rednimi maleje do zera,
gdy t — oo. Kolejne kroki wynikaja z twierdzen 4.3 i 4.4 w [H2].

Wtlasnoéci niezmienniczych miar probabilistycznych dla rozwazanej klasy
PDMPs i odpowiadajacych im lancuchéw opisujacych ich lokalizacje tuz
po skokach

Wiedzac, ze zaréwno operator przejécia P tancucha &, jak i potgrupa przejscia {P(t)}ier,
procesu ¥ maja swoje jedyne niezmiennicze miary probabilistyczne, postanowiliémy zbadaé
ich wtasciwosci.

Niech A > 0 oznacza intensywnos$¢ skokéow w badanym modelu. W [H3]| badamy wersje
PDMP W), okreslonego wzorami (1) i (2) (oraz odpowiadajaca mu wersje taicucha ®) opi-
sujacego stany tuz po skokach), taka ze deterministyczna ewolucja tego procesu pomiedzy
losowymi skokami jest okreslona przez jeden pétpotok S, a mechanizm skokéw opisuje jadro
J zadane wzorem

J(y,B) = /@ 15 (we(y)) po(y)¥(dl) dla kazdego y €Y 1ikazdego B € B(Y). (8)

Celem pracy [H3| jest wykazanie ciaglej (w odleglosci Forteta-Mouriera) zalez-
nosci niezmienniczych miar probabilistycznych ,qu i ,u;pA (odpowiednio laricucha
®, i procesu ¥)) od parametru )\, okreslajacego intensywnosé¢ losowych skokow
(zob. twierdzenia 5.2 1 5.3 w [H3]; por. rozdzial 4.3.3 tego autoreferatu). Idee lezace u pod-
staw dowoddéw tych wynikéw mozna krotko podsumowaé w nizej opisany sposéb. Po pierwsze
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— zauwazamy, ze dla dowolnego parametru A > 0 i dowolnej miary p nalezacej do pewnej
podprzestrzeni przestrzeni Banacha M, (Y') wszystkich skoriczonych i borelowskich miar zna-
kozmiennych (ang. signed measures) okreslonych na Y, miare pPy, gdzie Py jest regularnym
operatorem Markowa indukowanym przez funkcje przejscia

P B) = [ A8 ). )
. (9)
_ /0 Ae /@ 15 (wo(S(t, ) po(S(t,y)) 9(d0) dt, y €Y, B e B(Y),

taricucha @), mozna zapisa¢ jako odpowiednia catke Bochnera (zob. definicje w [DU77| lub
w sekeji 2 w [H3]), tj.

uPy :/0 )\e_’\tuﬂ(t) dt,

gdzie
) (y, B) :=/@JlB(wo(S(t,y)))pe(S(t,y))ﬁ(de) dla yeY i BeB(Y) (10)

(zob. lemat 4.1 w [H3]). Po drugie — w lemacie 4.2 w |[H3| pokazujemy, ze dla kazdej miary
€ Msig(Y') norma Forteta-Mouriera miary ully) jest nie wigksza niz norma Forteta-Mouriera
{4 pomnozona przez pewna stala (zalezna od ¢ i parametrow modelu z wylaczeniem \). W le-
macie 4.4 w |H3| pokazujemy z kolei, ze odwzorowanie (A, u) — pPy jest wspolnie ciagle.
Jezeli wiec odwolamy sie do twierdzenia 4.1 z pracy [H2|, to otrzymamy, ze (przy jego zalo-
zeniach) lancuch ® jest geometrycznie ergodyczny (w odlegtosci Forteta-Mouriera). Ponadto
dowodzimy, ze dla dowolnego A z pewnego przedzialu [Amin, Amax| 1 dowolnej miary probabili-
stycznej u z pierwszym momentem skoriczonym, odlegtosé Forteta-Mouriera pomiedzy miarami
puPy i pe> zbiega do zera jednostajnie wzgledem A (lemat 4.5 w [H3]). Wreszcie, korzystajac
z powyzszych obserwacji, mozemy wnioskowaé o ciagtodci (w topologii stabej zbieznosci miar
probabilistycznych) odwzorowania A p (twierdzenie 5.2 w [H3]). W rezultacie, majac
na uwadze wzajemna odpowiednio$¢ miar uf’* i Mfk, wykazana w twierdzeniu 4.4 w [H2|,
otrzymujemy cigglosé odwzorowania A — py > (twierdzenie 5.3 w [H3]).

Podczas gdy twierdzenia graniczne (takie jak SLLN czy CLT) stanowia teo-
retyczne podstawy odpowiedniej aproksymacji miar niezmienniczych poprzez ob-
serwacje lub symulacje (wielu) probkowych trajektorii badanych procesow, wy-
niki z artykulu [H3] potwierdzaja stabilnos$é tej procedury — przynajmniej lokalnie
w przestrzeni parametrow. Jest to warunek wstepny dla rozwoju teorii bifurkacji.
Co wiecej, do zastosowan w teorii sterowania lub estymacji parametréow (zob. np. [GHLSG19])
potrzebna bytaby nawet silniejsza regularnosé tej zaleznosci od parametru (tj. rozniczkowal-
no$¢ w odpowiedniej normie w przestrzeni miar).

Dodajmy réwniez, ze poniewaz rozwazany model matematyczny ma na celu
opisanie pewnych zjawisk rzeczywistych (takich jak autoregulacja genoéw, ekspre-
sja genow czy podzial komorek; por. [H2|, a takze [LM99, MTKY13, HHS16]),
pozadana jest ciggla zalezno$¢ miary niezmienniczej od parametru modelu.
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Natomiast w pracy [E3| rozwazamy wersje procesow ® i U o przestrzeni stanow X :=Y x I,
gdzie Y jest domknietym (ale niekoniecznie ograniczonym, w przeciwienstwie do [BLBMZ15])
podzbiorem RY. Mechanizm skokow jest opisany przez jadro .J, okreglone wzorem (4), gdzie ©
jest albo przedziatem w R, albo zbiorem skonczonym, a v = dp. Gléwnym celem pracy [E3|
jest wskazanie pewnych, mozliwych do sprawdzenia w praktyce, warunkow, ktore
implikowalyby absolutng ciaglo$é¢ wszystkich stacjonarnych rozktadéw PDMP U,
ktore odpowiadaja ergodycznym rozkladom stacjonarnym powigzanego z nim lan-
cucha & (zob. twierdzenie 3.2 w [E3]). Zaznaczmy, ze mowa tu o absolutnej ciagtosci wzgledem
miary produktowej lg, ktora jest iloczynem d-wymiarowej miary Lebesgue’a i miary liczacej
na I. W praktyce problem sprowadza sie do badania niezmienniczych rozktadéw tancucha &.

Nalezy podkresli¢, ze zatozone w twierdzeniu 4.4 w [H2| warunki nie gwarantuja abso-
lutnej ciaglosci jedynego (a wiec ergodycznego) rozktadu stacjonarnego procesu ® (badz ¥).
Najprostszym kontrprzyktadem moze by¢ tutaj uktad z jedna transformacja wi = 0, ktoérego
jedyny rozklad stacjonarny to oczywiscie dg.

7, drugiej strony dobrze wiadomo, ze gdy operator przejécia taiicucha Markowa zachowuje
absolutna ciaglto$é¢ miar, to kazdy ergodyczny rozklad stacjonarny tego taricucha musi byé
albo singularny, albo absolutnie ciagly (zob. [LM94, lemat 2.2, wraz z uwaga 2.1]; por. [BH12,
twierdzenie 6]). Jak wyjasniono w lemacie 3.1 w |E3|, dzieje si¢ tak w przypadku taicucha
®, o ile np. wszystkie transformacje wy i S;(¢, ) sa niesingularne wzgledem miary Lebesgue’a.
Jednak, jak pokazano w przyktadzie 5.2 w |E3|, nawet przy takim zatozeniu warunki narzucone
w [H2| nie gwarantuja, ze jedyna niezmiennicza miara probabilistyczna tancucha ® — a tym
samym odpowiadajaca jej jedyna niezmiennicza miara probabilistyczna procesu W — bedzie
absolutnie ciagta. Nalezy réwniez podkredlié, ze singularno$é niektorych z transformacji wy
niekoniecznie wyklucza absolutna ciagtos¢é miar niezmienniczych (zob. np. [L6c18]).

Oczywidcie wspomniana wyzej dychotomia pomiedzy absolutng ciagtoscia a singularnosciag
miar znacznie upraszcza analize, gdyz jedli ma sie ja na uwadze, wystarczy zagwarantowac,
ze ,ciagla czes¢” danego ergodycznego rozkladu stacjonarnego p® tancucha ® jest nietrywialna.
Mozna to zrobi¢ np. poprzez wykazanie istnienia malego, wzgledem miary g, zbioru otwartego
(w sensie [MT93b]), ktory jest jednostagnie osiggalny (ang. uniformly accessible) z pewnego
mierzalnego podzbioru przestrzeni X z dodatnia miara pL, w okreslonej liczbie krokéw (zob.
propozycje 3.1 w |E3]).

Robimy to, korzystajac z pewnych pomystow z pracy [BLBMZ15] (por. lemat 3.3 w [E3]).
Jedli taricuch @ jest asymptotycznie stabilny (co ma miejsce, np. gdy przyjmiemy zaltoze-
nia z [H2]) oraz gdy punkt (yo,40) nalezy do noénika miary u®, to twierdzenie Portmanteau
(zob. np. [Klel3, twierdzenie 2.1]) implikuje, ze kazde otwarte otoczenie (yo,ig) jest jednostaj-
nie osiggalne z innego (wystarczajaco matego) otoczenia tego punktu z dodatnia miarg p,
w danej liczbie krokéow (por. wniosek 3.1 w [E3]). Ogdlnie rzecz ujmujac, taka wlasnos¢ moze
by¢ jednak trudno bezposrednio zweryfikowaé, a argument dziala tylko wtedy, gdy taiicuch
jest asymptotycznie stabilny. Dlatego proponujemy réwniez bardziej praktyczny warunek za-
pewnienia osiggalnosci (ang. accessibility) (por. lemat 3.4 w [E3]), ktory dotyczy okreslonych
powyzej sktadowych modelu ({wg}oco 1 {Si}icr)-

CLT i LIL dla proceséw Markowa wykltadniczo ergodycznych w normie
Forteta-Mouriera

Aby w pelni scharakteryzowaé¢ pod katem wtasnosci ergodycznych rozwazang klase PDMPs
i powiazanych z nimi tancuchéw opisujacych ich lokalizacje tuz po skokach, pozostato nam
wskaza¢ warunki, ktore zagwarantuja zachodzenie CLT i LIL.

18

Podsumo-
wanie
wynikéw

z |E3].



Poczatkowo naiwnie zaktadalidémy, ze wystarczy skorzysta¢ z pewnych ogélnych wersji tych
twierdzen granicznych (tak jak w przypadku SLLN dla ® w [H2|) dla proceséw Markowa
o wartosciach w polskich przestrzeniach metrycznych i wyktadniczo ergodycznych w metryce
Wassersteina (por. np. [KW12, twierdzenie 2.1] i [BMS12, twierdzenie 1]). Jednakze wersje
CLT i LIL istniejace w tamtym momencie nie byly (zgodnie z nasza wiedza) od-
powiednie dla badanych przez nas losowych ukladéw dynamicznych (kwestie te
omoéowimy szerzej w dalszej czesci tego rozdzialu). Stanowilo to silna motywacje
do zaproponowania nowych — w pewnym sensie bardziej ogdlnych — wersji tych
twierdzen granicznych.

CLT jest, obok SLLN, najbardziej fundamentalnym twierdzeniem granicznym dla proceséw
stochastycznych. Dla jednorodnego w czasie procesu Markowa 1) := {4(t) }scr, (odpowiednio
- tanicucha Markowa ¢ := {¢y, }nen,) 0 wartosciach w polskiej przestrzeni metrycznej E, z do-
wolng potgrupa przejécia {P(t)}ier, (funkcja przejécia P) i jedyna niezmiennicza miarg pro-
babilistyczna u. (w zaleznosci od kontekstu oznaczajaca miare niezmiennicza albo dla P, albo
dla {P(t)}ier, ), oraz dla dowolnej funkeji g : £ — R, ktora jest lipschitzowska ograniczona,

ig:=g— [pgdp. moéwimy, ze proces {g(¢(t)) }rer, ({G(dn)}nen,) spetia CLT, jesli srednia

1 —

= | atwas ( ;g %) )
zbiega wedlug prawdopodobienstwa, gdy ¢ — oo (n — 00), do zmiennej losowej o rozktadzie
normalnym z wartoscia oczekiwang réwna zero.

Na LIL mozna z kolei patrze¢ jak na bardziej precyzyjna wersje SLLN, w ktérej tempo
zbieznosci (w poréwnaniu z tym z SLLN) jest poprawione z O(t) do O(In(In(t))). Moéwiac
doktadniej, LIL dostarcza precyzyjnych wartosci dolnej i gérnej granicy prawie wszystkich
ciggow, ktore sktadaja sie z odpowiednio przeskalowanych catek (lub sum czesciowych) z tra-
jektorii probkowych badanego procesu stochastycznego. Co wiecej, LIL ilustruje roznice po-
miedzy stwierdzeniami majacymi w tezie zbieznosé¢ z prawdopodobienistwem 1 a tymi, ktore
moéwia o zbieznosci wedtug rozktadu — takimi jak CLT. Korzystajac z notacji wprowadzonej

powyzej, powiemy, ze proces {g(1(t))}rer, ({9(én)}nen,) spetnia LIL, o ile

lim sup ————mr— fo Pls))ds =0(g) i liminf fo vis z

t=oo  +/2tIn(In(t)) t~oo" /2t In(In(t)) -
<1imsupm =o(g) i hmmfzz(}—gwi _

n—oco +/2nIn(In(n)) n—co o /2nIn(Iln(n))

dla pewnej 0 < 7(g) < oo (0 < o(g) < 00).

CLT i LIL poczatkowo formutowano jedynie dla niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym rozktadzie. Nastepnie zaproponowano ich uogélnione wersje dla martyngatow (zob. np.
CLT w [Lév35] i LIL w [HS73, HH80]), co pozwolito dowodzi¢ kolejnych twierdzen granicznych
— tym razem juz dla proceséw Markowa.

Omoéwmy najpierw wyniki dla procesow Markowa z czasem dyskretnym (laricuchow).
Pierwsze wyniki uzyskano dla taicuchéw stacjonarnych, dla ktérych istnieje rozwigzanie row-
nania Poissona p-catkowalne z kwadratem (zob. wersje CLT w |GL78, GL81, DLO01]; liczne
wyniki zwiazane z klasycznym LIL podsumowano natomiast w [Bin86]). W kolejnych latach
podjeto wiele prob ztagodzenia tego zatozenia. Przyktadowo, [KV86] odnosi sie do tak zwanych
odwracalnych taricuchéow Markowa (ang. reversible Markov chains) i opiera sie na pewnego ro-
dzaju przyblizaniu rozwigzan rownania Poissona (zob. rowniez [Lim00], gdzie wykazano LIL
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dla odwracalnych procesow Markowa). Z kolei [MWO00] i [ZWO08] proponuja pewne (w prak-
tyce dos¢ tatwe do sprawdzenia) warunki, dotyczace odpowiednio CLT i LIL oraz opierajace
si¢ na zbieznosci pewnych szeregoéw. Innym wartym odnotowania artykutem jest [JT20], w kto-
rym gtowna hipoteza [MWO00| zostata udowodniona w przypadku jedynie subgeometrycznego
tempa zbieznodci (w metryce Wassersteina) rozkladu tarcucha Markowa do jego rozkladu
stacjonarnego.

W ostatnim czasie uwaga badaczy skupia sie jednak na niestacjonarnych tari-
cuchach Markowa (czyli takich, ktore niekoniecznie startuja ze swojego rozkladu
stacjonarnego). Pewne klasyczne wyniki dotyczace CLT i LIL dla takich lancu-
ch6éw mozna znalezé w [MT93b]. Obejmuja one te laricuchy Markowa, ktore sa
(dodatnio) powracajace w sensie Harrisa i aperiodyczne (ang. positive Harris rec-
curent and aperiodic Markov chains) (lub rownowaznie nieredukowalne i ergo-
dyczne w normie wahania caltkowitego) i dla ktorych spelniony jest warunek dryfu
w kierunku matlych zbioréw (co gwarantuje istnienie odpowiedniego rozwiazania
rownania Poissona). Takie wymagania sa jednak praktycznie nieosiagalne, gdy
rozwazamy ogolne (niekoniecznie lokalnie zwarte) przestrzenie stanéw. Dlatego
w celu wykazania twierdzen granicznych dla geometrycznie ergodycznych (w me-
tryce Wassersteina) lanicuchéw Markowa o wartoSciach w przestrzeniach polskich
w kilku ostatnich pracach — w tym [BMS12] i [GHSZ19] — zaproponowano zupelnie
nowe sposoby rozwigzania tego problemu. Co wazne, w zadnej z tych prac nie wy-
maga sie istnienia rozwigzania r6wnania Poissona. Nasze wyniki, zaprezentowane
w artykulach [H4] i [H5], maja podobny charakter, aczkolwiek sa pod pewnymi
wzgledami bardziej praktyczne (co uzasadniaja odpowiednie przyklady w tych ar-
tykutach; por. sekcja 4 w [H4| i sekcja 5 w [H5]).

W pracach [H4] i [H5| dowodzimy odpowiednio pewnych wersji CLT i LIL (w przy-
padku LIL dowodzimy nawet jego wariantu funkcjonalnego, tj. zasady niezmien-
niczosct Strassena dla LIL) dla podklasy niestacjonarnych lancuchéw Markowa
ewoluujacych w ogélnych (polskich) przestrzeniach metrycznych, przy czym wy-
korzystujemy w tym celu rodzaj geometrycznego mieszania w odleglosci Forteta-
-Mouriera (zob. definicje w [Hai02]) i warunek typu Fostera-Lapunowa (,,drugiego
rzedu” dla CLT i ,wyzszego niz drugi rzedu” dla LIL). Jak juz wspomnielismy wy-
zej, podobne wyniki — choé oparte na geometrycznym mieszaniu w odlegtoéci Wassersteina —
przedstawiono w [GHSZ19] i [BMS12]. Dodatkowo warunek mieszania zalozony w [GHSZ19]
i [BMS12] ma nieco inny charakter niz ten w naszych pracach, a ktory w szczegélnosci nie
wymaga zalezno$ci od odleglo$ci miedzy miarami poczatkowymi. Mowiac doktad-
niej, w [H4| i [H5] dowody gtownych wynikow (tj. twierdzenia 3.2 w [H4| i twierdzenia 4.7
w |H5]) opieraja sie na nastepujacym warunku: dla dowolnych dwdch borelowskich miar pro-
babilistycznych pq i po istnieje funkcja ciggta V : E — Ry oraz pewne state ¢ > 01 ¢ € (0,1),
takie ze

dpyv (1 P™, e P™) < cq” (1 —1—/ Vid(u + /@)) dla kazdego n € Ny, (11)
E

gdzie dp\p oznacza metryke Forteta-Mouriera (co oczywiscie odnosi sie do pomystow M. Hairera
pochodzacych z [Hai02]). Z kolei w [BMS12] i [GHSZ19| wymaga sie, aby dla dowolnych dwoch
borelowskich miar probabilistycznych py i p2 (o skoiczonych pierwszych momentach) istniaty
state ¢ > 01 ¢ € (0,1), takie ze

dw (1 P", poP™) < cq"dw (p1,p2)  dla kazdego n € N, (12)

gdzie dw oznacza metryke Wassersteina.
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Motywacja do zastapienia warunku (12) warunkiem (11) wynika z prowadzenia
badan nad pewnymi losowymi ukladami dynamicznymi, oméwionymi juz wcze-
$niej w tym autoreferacie (zob. rozdzial 4.3.2: PDMPs sterowane przez pétpotoki
przetgczane losowo, w tym definicje (3)-(5)), i wykorzystywanymi gléwnie w bio-
logii molekularnej (por. [MTKY13, HHS16, LM99] i [H2]), do ktorych nie bylismy
w stanie bezposrednio zastosowa¢ ani [BMS12, twierdzenia 1], ani [GHSZ19, twier-
dzenia 5.1]. Wynika to przede wszystkim z faktu, ze przy pewnych ogélnych wa-
runkach nalozonych na rozwazany model (ktére wydaja sie byé rozsadne z punktu
widzenia wiekszosci zastosowan) nieré6wnosé (12) okazuje sie byé trudna — lub na-
wet niemozliwa — do wykazania, podczas gdy te same warunki w naturalny sposéb
implikuja (11) (co pokazano np. w twierdzeniu 4.1 w [H2]).

Warto takze podkreslié, ze w pracach [H4| i [H5]| nie zakladamy bezposred-
nio warunku (11), poniewaz zazwyczaj nielatwo udowodni¢ go wprost. Zamiast
tego proponujemy zestaw warunkéw — stosunkowo latwych do zweryfikowania —
ktore prowadza nie tylko do wlasnosci geometrycznego mieszania (11), lecz takze
do tego, ze istnieje jedyna niezmiennicza miara probabilistyczna badanego procesu
(co wynika z [KS20, twierdzenia 2.1]), jak réwniez do pozadanych twierdzen, tj.
CLT (twierdzenie 3.2 w [H4|) i LIL (twierdzenie 4.7 w [H5]).

Klase niestacjonarnych tancuchéw Markowa-Fellera, dla ktérych dowodzimy CLT i LIL,
mozemy scharakteryzowaé przez dwie wlasnosci. Pierwsza z nich dotyczy istnienia odpowied-
niego sprzezenia markowowskiego (a wiec sparowanego taricucha Markowa), ktorego funkcja
przejscia moze by¢ rozbita na dwie czedci, z ktérych jedna jest zwezajaca i — w pewnym sensie
— dominujaca nad druga. Konstrukcje takiego sprzezenia adaptujemy z prac [Czal8, KS20],
ktore z kolei inspirowane sa wynikami M. Hairera [Hai02]. W ramach tego podej$cia mo-
zemy oszacowal (z tempem geometrycznym) §rednia odlegtosé miedzy sparowanymi kopiami
badanego tancucha. Wynik ten, przedstawiony w lematach 2.2 i 2.3 w [H4], nieco uogélnia wta-
snogé geometrycznego mieszania pokazana przez R. Kapice i M. Sleczke w dowodzie [KS20),
twierdzenie 2.1]. Dowody tych lematéw sa interesujace same w sobie, a ponadto wyjasniaja
rozumowanie przedstawione w [KS20]. W rzeczywistosci lematy 2.2 i 2.3 odgrywaja kluczowa
role zaréwno w [H4|, jak i w [H5|. Druga wtasciwoscia charakteryzujaca wyrozniona klase tan-
cuchow Markowa-Fellera jest nieliniowy warunek typu Lapunowa. Jednymi z najprostszych
klas taricuch6w Markowa spetniajacych obie wymagane wlasnoéci sa te generowane przez lo-
sowe [FSs z dowolng liczba przeksztatcen, i wzgledem ktorych mozna przyjaé zatozenie, ze sa
zwezajace w éredniej (zob. np. [Wer05, HS06, S11, KS20]).

W dowodzie twierdzenia 3.2 w [H4| korzystamy rowniez z wynikow [MWO00] M. Maxwella
i M. Woodroofa, ktére czynia go bardziej zwieztym i mniej technicznym niz klasyczne do-
wody oparte bezposrednio na metodach martyngatowych. Dowody w [D2] i [Hor16]| przepro-
wadzono w tym samym duchu, chociaz tylko dla pewnych szczegélnych przypadkéw taiicuchow
Markowa. Warto takze wspomnieé, ze zaproponowane w [H4| warunki sa wystarczajace
do wykazania zasady niezmienniczosct Donskera dla CLT (por. [Bil99]), o ile lan-
cuch Markowa jest stacjonarny.

Nalezy przy tym wspomnie¢, ze niektore techniki dowodowe zastosowane w |H5| adap-
tujemy z artykutow [BMS12| i [D1], ktore z kolei odnoszg sie do wynikow C.C. Heydego
i D.J. Scotta [HS73] dla martyngatéw. Na poczatku sekcji 4 w [H5| przedstawiamy rowniez
kilka ogolnych obserwacji dotyczacych martyngatow (zob. lematy 3.2-3.5), ktore sa przydatne
w dowodzie gléwnego wyniku, tj. twierdzenia 4.7.

Aby uzasadni¢ przydatno$é nowo wprowadzonych ogélnych wersji CLT (twier-
dzenie 3.2 w |H4|) i LIL (twierdzenie 4.7 w [H5|), korzystamy z nich, dowodzac CLT
(twierdzenie 4.1 w [H4]|) i LIL (twierdzenie 5.2 w [H5]|) dla konkretnego niestacjo-
narnego lannicucha Markowa &, ktérego funkcja prawdopodobienistwa przejscia jest
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wyrazona przez wzor (5), a ktorego mozliwe zastosowania omoéwiono w rozdziale 4.3.2:
PDMPs sterowane przez pdtpotoki przetgczane losowo tego autoreferatu.

Przejdzmy teraz do omoéwienia twierdzen granicznych dla proceséw Markowa z czasem
ciagtym. Podobnie jak w przypadku dyskretnym, poczatkowo byly one formulowane jedy-
nie dla procesoéw stacjonarnych (np. dla procesow ergodycznych z generatorami normalnymsi
w |Hol05|, jako rozszerzenie wynikow z |GL81|; zob. rowniez [OLK12]|). Nastepnie uzyskano
kilka wynikéw dotyczacych niestacjonarnych proceséw Markowa z czasem ciggtym. Prawdopo-
dobnie najbardziej ogélnym (jak dotad) wynikiem tego rodzaju jest [KW12, twierdzenie 2.1|
(jego odpowiednik dotyczacy przypadku czasu dyskretnego znajdziemy w [GHSZ19]).

W [El] wykazujemy wersje CLT dla ciaglych w czasie proces6w Markowa-
-Fellera (z polska przestrzenia stanéw), ktore sa wykladniczo ergodyczne w me-
tryce Forteta-Mouriera i spelniaja ciaggla wersje warunku typu Fostera-Lapunowa.
Ponownie gléwna motywacja do sformutowania i udowodnienia takiego twierdzenia jest nie-
mozno$¢ bezposredniego zastosowania istniejacej wersji CLT (w tym przypadku [KW12, twier-
dzenia 2.1] T. Komorowskiego i A. Walczuka) do pewnej podklasy PDMPs, przynajmniej przy
(wzglednie naturalnych) zatozeniach narzuconych w propozycji 7.2 w [H2| (por. rozdzial 4.3.2:
PDMPs sterowane przez potpotoki przetaczane losowo tego autoreferatu).

Gtownym problemem w omawianym przypadku jest trudnos¢ ustalenia, w jaki sposéb po-
kaza¢ wyktadnicze mieszanie w sensie warunku (H1), zaktadanego w |[KW12|, ktory wymaga
pewnej formy lipschitzowskiej ciaglosci (wzgledem metryki Wassersteina dyy) kazdego opera-
tora P(t). Dokladniej rzecz ujmujac, autorzy zaktadaja istnienie statych v > 0 oraz ¢ < oo,
takich ze dla dowolnych dwoch borelowskich miar probabilistycznych pq i o (o skoriczonych
pierwszych momentach) zachodzi warunek

dw (1 P(t), uaP(t)) < ée Vdw (u1, po) dla kazdego t € Ry. (13)

Zauwazylismy zatem potrzebe zaproponowania nowego, nieco bardziej uzytecznego (podob-
nie jak w przypadku dyskretnym) kryterium, ktore wymagatoby stabszej formy warunku (13).
Doktadniej méwiac, zamiast (13) wymagamy istnienia pewnej statej v > 0, takiej ze dla dowol-
nych dwoch borelowskich miar probabilistycznych g 1 pg istnieje funkcja ciagta V' : E— [0, 00)
oraz state ¢ > 0, § € (0,1) o whasnosci

1)
dpnt (pP(t), vP(t)) < ce™ (/ Vdlu+v)+ 1) dla kazdego t € R,. (14)
E

Dodatkowa zaleta naszego podejécia jest to, ze metryka Forteta-Mouriera jest stabsza niz
metryka Wassersteina — m.in. w tym sensie, ze umozliwia wykorzystanie technik sprzegania
(wprowadzonych przez M. Hairera w [Hai02]) do wykazania wyktadniczego mieszania w me-
tryce dpy. To podejscie zawodzitoby w przypadku metryki dyy.

Jak wspomniano wczesniej, dow6d naszego gltéwnego wyniku, tj. twierdzenia 2.1 w [E1],
pod wieloma wzgledami opiera si¢ na rozumowaniu przedstawionym w [KW12]. Jednak nalezy
podkregli¢, ze bez zatozenia pewnego rodzaju lipschitzowskosci potgrupy { P(t) }ier, , takiej jak
(13) (lub jej odpowiednik w przypadku dyskretnym, zaktadany np. w [GHSZ19]|; zob. rowniez
[BMS12]), udowodnienie gtownych twierdzen granicznych — takich jak CLT czy LIL — wymaga
duzo bardziej subtelnych argumentéw, co znajduje odzwierciedlenie rowniez w pracach [H4|,
[H5] czy [KPS13]. Co najwazniejsze, w przypadku warunku (14) tzw. korektor x : E — R,
okreslony wzorem

x(x) = / P(t)g(x)dt dla dowolnego = € E,
0

nie musi by¢ lipschitzowski (co jest istotnym argumentem w dowodzie [KWI12, twierdze-
nia 2.1]), a jedynie ciagty. Inny problem dotyczacy naszego podejscia wynika z faktu, ze staba
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zbieznosé rozktadu procesu (do jego rozkladu stacjonarnego), gwarantowana przez (14), daje
zbieznodé¢ odpowiednich catek, o ile catkowane funkcje sg nie tylko ciagte, lecz takze ograniczone
— co oczywiscie nie jest wymagane wtedy, gdy korzystamy z metryki Wassersteina. Pokona-
nie tej trudnosci jest mozliwe (zob. lemat 3.9 w [El]) dzieki zastosowaniu [Bog07, lematu
8.4.3], ktory pozwala zastapi¢ ograniczonosé catkowanej funkeji jej jednostajng catkowalnoscia
wzgledem rodziny miar sktadajacych sie na rozwazany ciag zbiezny.

W sekcji 4 w [E1| omawiamy szczegbétowo reprezentacje o2, czyli wariancji gra-
nicznej rozkladu normalnego wystepujacego w twierdzeniu 2.1, a w sekcji 5 w [El]
uzasadniamy uzyteczno$¢ udowodnionego kryterium (tj. twierdzenia 2.1), wyko-
rzystujac je do wykazania CLT dla PDMP VU rozwazanego w |E2| (zob. wniosek
5.1 w [E1]).

Naszym przysztym celem bedzie natomiast wykazanie odpowiednika twierdzenia 2.1 w [E1],
ktory dotyczytby LIL dla proceséw Markowa-Fellera z czasem ciaglym (z polska przestrzenia
stanow), ktore sa wykltadniczo ergodyczne w odlegtosci Forteta-Mouriera i spetniaja ciagla
wersje warunku Fostera-Lapunowa. Pewnych inspiracji mozna szukaé nie tylko w [E1], lecz
takze w [KPS13].

Na koniec podsumujmy krotko wyniki przedstawione w [E4]. Gléwnym celem tej pracy
jest udowodnienie LIL dla okreslonej klasy PDMP (omoéwionej szczegélowo w roz-
dziale 4.3.2: PDMPs sterowane przez pétpotoki przelgczane losowo tego autore-
feratu). LIL dla ¥ (zob. definicje (1) i (2)) celowo dowodzimy w taki sposéb, by
wykorzysta¢ (wykazane juz w twierdzeniu 5.2 w [H5]) LIL dla odpowiadajacego
mu tanicucha ® opisujacego jego stany tuz po skokach.

Zasadniczo wybrana przez nas metoda dowodowa pozwala podzieli¢ gtéwny problem na dwa
pomniejsze zagadnienia, ktore analizujemy oddzielnie (odpowiednio w sekcjach 3.21 3.3 w [E4]).
Pierwsze z nich rozwiazujemy, korzystajac z wersji LIL dla martyngatéw catkowalnych z kwa-
dratem, ktorej dowod w znacznej mierze opiera sie na zastosowaniu [HS73, twierdzenia 1],
a takze technik sprzegania — w podobny sposob, jak w dowodzie lematu 2.2 w [H4|. Rozwiaza-
nie drugiego zagadnienia wymaga skorzystania z LIL dla tancucha ® powiazanego z PDMP W.

Podsumowujac ten i poprzednie rozdzialy niniejszego autoreferatu, zwréémy
uwage, ze trudnosé¢ naszych badan wynika z faktu, iz na przestrzen fazowa rozwaza-
nego procesu nie nakladamy zadnych istotnych restrykcji, takich jak np. zwartosé.
Zalozenie zwarto$ci (czy nawet lokalnej zwartosci) ograniczyloby zakres stoso-
walnoéci otrzymanych wynikéw jedynie do przestrzeni skonczenie wymiarowych.
Wiemy jednak, ze modelowanie wielu zjawisk rzeczywistych mozliwe jest tylko
w ramach przestrzeni funkcyjnych, stanowigcych uniwersa nieskoiiczenie wymia-
rowe (np. w modelu autoregulacji genu rozpatruje sie przestrzen fazowa zlozona
z funkcji cigglych okreslajacych koncentracje zwigzkéw chemicznych w poszcze-
golnych punktach cytoplazmy komorki).

Losowe homeomorfizmy okres§lone na odcinku

W [H6] rozwazamy IFS generowany przez homeomorfizmy zachowujace orientacje
na przedziale [0, 1], wcze$niej badany (miedzy innymi) przez K. Czudka i T. Szarka
w [CS20], i dowodzimy, ze oprocz CLT (patrz [CS20, twierdzenie 4]), spelnia on
takze LIL.
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Przypomnijmy najpierw definicje dopuszczalnego (ang. admissible) IFS. Niech fi,..., fn
beda rosnacymi homeomorfizmami przedziatu [0, 1], takimi ze dla kazdego = € (0,1) istnieja
indeksy 4,5 € {1,..., N}, dla ktorych fi(z) < x < fj(z). Zakladamy, ze wszystkie homeomor-
fizmy sa rézniczkowalne w 0 i 1 oraz maja pochodne rézne od zera. Ponadto niech (p1,...,pn)
bedzie wektorem prawdopodobienistwa, takim ze

szbg fz I szlOg f@

Wowczas rodzine (f1,..., fN;p1,.-.,pN) nazywamy dopuszczalnym IFS.
Ustalmy dowolny dopuszczalny IFS (f1,..., fn;p1,...,pN). Zauwazmy, ze generuje on
jadro stochastyczne P : [0, 1] x B([0,1]) — [0, 1] opisane wzorem

A) = "pide (£71(A))  dla wszystkich x € [0,1], A€ B([0,1]). (15)

Ponadto odpowiadajacy mu regularny operator Markowa P jest fellerowski ze wzgledu na cia-
glos¢ funkeji f;, i € {1,...,N}.

W dalszej czesci tego rozdziatu przez { X, },en bedziemy oznaczaé taricuch Markowa z funk-
cja przejécia P, zdefiniowany na przestrzeni ([0, 1], B([0,1]Y)) wyposazonej w odpowiedni
zbior {P,}, miar probabilistycznych na B([0,1]Y), takich ze P, (X,1 € A|X,, = ) = P(z, A)
iP,(X; € A) =v(A) dla kazdej borelowskiej miary probabilistycznej v na [0, 1].

W artykule [CS20], oprocz dowodu CLT, znajduje sie takze prosty dowod jednoznacznej
ergodycznosci (ang. unique ergodicity) operatora Markowa P, okreglonego przez rownosé (15),
w otwartym przedziale (0,1). Doktadniej rzecz ujmujac, [CS20, twierdzenie 1| mowi, ze P
posiada jedyna niezmienniczg miare probabilistyczna u. na (0,1), ktora jest bezatomowa,
a [CS20, twierdzenie 2| daje asymptotyczna stabilno§é¢ operatora P w przestrzeni miar proba-
bilistycznych z nosnikiem (0, 1) (tzn. u.((0,1)) =11 limy, 00 f[O,l] ed(uPm™) = f[O,l] wdp, dla
kazdej funkcji ciagtej ¢ : [0,1] — R).

Nalezy podkredli¢, ze historycznie takie zjawisko zostalto po raz pierwszy udowodnione przez
L. Alsede i M. Misiurewicza dla pewnych ukladéw funkcyjnych sktadajgcych sie z homeo-
morfizméw kawatkami liniowych (zob. [AM14]). Ogélniejsze IFSs byly nastepnie rozwazane
przez M. Gharaei i A.J. Homburga w [GH17] ([CS20, twierdzenia 1 i 2] sa jedynie powto-
rzeniem tych argumentow). Ostatnio D. Malicet réwniez wykazal jednoznaczng ergodycznoscé
jako konsekwencje wlasnosci zwezania dla jednorodnych w czasie spaceréw losowych po grupie
topologicznej homeomorfizmow zdefiniowanych na okregu (zob. [Mall7]). Jego dowod z kolei
opiera sie na zasadzie niezmienniczosci A. Avili i M. Viany (por. [AV10]).

Niech ¢ : [0,1] — R bedzie dowolna funkcja lipschitzowska, taka ze f[O,I] wdus, = 0, gdzie
(i« jest jedyna niezmiennicza miara probabilistyczna operatora P na (0, 1), oraz niech { X} },en
bedzie tancuchem Markowa z funkcja przejscia P, okreslona przez (15), startujacym z rozktadu
x (a wiec stacjonarnym tancuchem Markowa z funkcja przejscia P).

Dowod CLT dla {p(X,,)}neny podany w pracy [CS20] opiera si¢ na wykorzystaniu warunku
Maxwella-Woodroofe’a [MWO00| dla ergodycznych stacjonarnych taricuchow Markowa. Bezpo-
grednie zastosowanie wynikow z [MWO0O0| pozwala udowodni¢ CLT dla stacjonarnego taricucha
Markowa {p(X)}neny — tak zwane wyzarzone (ang. annealed) CLT. Natomiast jesli dodat-
kowo zastosujemy techniki sprzegania do oceny odlegtosci miedzy transformats Fouriera sta-
cjonarnego taricucha Markowa i transformatg Fouriera dowolnego niestacjonarnego tancucha
Markowa, to uzyskamy tak zwane wygaszone (ang. quenched) CLT.
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Podobnie w [H6|] najpierw udowadniamy LIL dla stacjonarnego laricucha
Markowa {p(X})}nen (propozycja w [H6|). Argumenty w tym przypadku opieraja
sie na wynikach O. Zhao i M. Woodroofe’a [ZW08]. Doktadniej mowiac, aby pokazaé
LIL dla tancucha {¢(X})}nen, sprawdzamy warunek Zhao-Woodroofe'a w postaci

i <1n;n)>3/2

n=1

n

> Pl
k=1

< 00,

L2 ()

gdzie ||-[|12(,,) 0Znacza norme w przestrzeni L? wzgledem niezmienniczej miary probabilistycz-
nej p, operatora P na (0, 1) (por. [ZW08, twierdzenie 1 i wniosek 1]). Nastepnie, korzystajac
z obliczeri podanych w [CS20], wykazujemy wygaszone LIL (twierdzenie w [H6|).

Ostatnio udowodniono twierdzenia graniczne (zaré6wno CLT, jak i LIL) w przy-
padku réznych niestacjonarnych proceséw Markowa (zob. np. nasze prace |H4|
i [H5], oméwione w poprzedniej sekcji, a takze artykuly [DLO1, LS05, KW12,
OLK12, BMS12, GHSZ19]). Wiekszos¢ z nich jest sformulowana dla procesow
Markowa z prawdopodobienstwami przej$cia spelniajacymi wtltasnosé luki spek-
tralnej w normie catkowitego wahania lub przynajmniej w normie Wassersteina/
Forteta-Mouriera. Nie jest jednak jasne, czy laiicuch Markowa {X, },cn odpowia-
dajacy dopuszczalnemu IFS (f1,..., fn;p1,...,pn) spelnia takie warunki. Ponadto
w przypadku, gdy kazda z funkcji f;, ¢ € 1,..., N, ma punkty stale w 0 i 1, nie
jest mozliwe, aby zaszed! ktérykolwiek z warunkéw zwezania (ani ten z prac [H4|
i [H5], ani ten z [BMS12, GHSZ19], z ktorych kazdy implikuje geometryczna er-
godycznos$é operatora P). Dlatego — o ile nam wiadomo — do rozwazanego uktadu
dynamicznego nie mozna bezpos$rednio zastosowaé zadnego z istniejacych kryte-
riow dla wygaszonego CLT czy LIL.

W przysztodci interesujace moze by¢ zbadanie walidacji zasady wielkich odchyleri (ang.
large deviations principle) oparte na warunkach typu Maxwella-Woodroofe’a czy Zhao-
-Woodroofe’a. O ile nam wiadomo, nie ma dotad literatury na ten temat, wiec konieczne
bedzie opracowanie nowych metod.
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4.3.3 Prezentacja gléwnych twierdzen skladajacych sie na osiagniecie naukowe

|H1] E-wtasnosé w przypadku operatoréw Markowa-Fellera, ktore
sg asymptotycznie stabilne

Niech (E, p) bedzie przestrzenia polska. Dwa gtéwne wyniki z pracy [H1| brzmia nastepujaco:

Twierdzenie 4.1 (twierdzenie 3.1 w [H1|). Niech P bedzie asymptotycznie stabilnym opera-
torem Markowa-Fellera o warto$ciach w przestrzent E. Wowczas zbior punktow, w ktorych P
nie spetnia e-wtasnosci w Cy(E), jest zbiorem pierwszej kategorii, podczas gdy zbiér punktow,
w ktérych P ma e-wtasnosé w Cy(E), jest gesty w E.

Twierdzenie 4.2 (twierdzenie 3.5 w [H1]). Niech P bedzie asymptotycznie stabilnym operato-
rem Markowa-Fellera o wartosciach w przestrzeni E, a p, oznacza jego jedyng niezmienniczq
miare probabilistyczng. Wowcezas P ma e-wlasnos$é w Cy(E), o ile istnieje przynajmniej jeden
punkt z € supp(ps), w ktérym P ma e-wtasnosé w Cy(E).

Twierdzenia 4.1 i 4.2 implikuja nastepujacy wynik, znany z pracy [HSZ17| S.C. Hillego,
T. Szarka i M. Ziemlanskiej:

Twierdzenie 4.3 (por. [HSZ17, twierdzenie 2.3]). Niech P bedzie asymptotycznie stabilnym
operatorem Markowa-Fellera o wartosciach w przestrzeni E, a s oznacza jego jedyng nie-
zmienniczq miare probabilistyczng. Jesli Int(supp(us)) # 0, to P spetnia e-wtasnosé w Cy(E).

Rzeczywiscie, zgodnie z twierdzeniem 4.1, jesli wnetrze noénika niezmienniczej miary proba-
bilistycznej operatora Markowa-Fellera P (asymptotycznie stabilnego) jest niepuste, to istnieje
przynajmniej jeden punkt w tym noéniku, w ktérym P ma e-wtasnosé. To z kolei oznacza, na
mocy twierdzenia 4.2, ze P ma e-wtasnos§¢ w dowolnym punkcie.

Oznaczmy przez Lip, 1 () podprzestrzen przestrzeni Lip,(E) okreslong wzorem

Lipy,(E) := {f € Lip,(E) : ||fllBL < 1}, (16)
gdzie norma || - || jest zdefiniowana jako
1fllbL o= max & [ Fllae, sup L =IOIL G dovolnei £ e Lipy(B).  (17)
wty  P(T,Y)

W dowodzie twierdzenia 4.2 korzystamy z [HSZ17, lematu 2.4]; z kolei w dowodzie twierdze-
nia 4.1 wykorzystujemy nastepujacy fakt:

Lemat 4.1 (lemat 3.4 w [H1]). Kazdy regularny operator Markowa P, ktéry jest asymptotycz-
nie stabilny i ma e-wtasnoéé w Lip,;(E) w punkcie z € E, ma réwniez e-wtasnosé w Cy(E)
w tym punkcie.

W tym miejscu zwrdéémy takze uwage na fakt, ze dzieki lematowi 4.1 mozemy natychmiast
uogdlni¢ [HSZ17, twierdzenie 2.3] wzgledem jego pierwotnej wersji, ktora dotyczyta jedynie
e-wtasnosci w Lipy(F), do twierdzenia 4.3, méwiacego juz o e-wlasnosci w Cp(E).

Na zakonczenie warto zaznaczy¢, ze w sekcji 4 artykulu [H1| prezentujemy dwa istotne
przyktady. W pierwszym z nich konstruujemy asymptotycznie stabilny operator Markowa-
Fellera P o gestym zbiorze punktoéw, w ktorych nie zachodzi e-wtasnosé w Cy(S). Oczywi-
Scie jest to nietrywialny zbiér pierwszej kategorii. W ten sposéb uzasadniamy §cistosé twier-
dzenia 4.1. W drugim przyktadzie konstruujemy asymptotycznie stabilny operator Markowa-
Fellera P tak, ze zbior punktow, w ktorych nie zachodzi e-wlasnosé w Cy(.S), ma dodatnia miare
Lebesgue’a, co oznacza, ze jest to zbiér nieprzeliczalny.
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Wyniki zaprezentowane w [H1| uzupelniaja i precyzuja opis zalezno$ci po-
miedzy e-wlasnoscia a asymptotyczna stabilnoscia operatoré6w Markowa w og6l-
nych (polskich) przestrzeniach metrycznych. Warto zaznaczy¢, ze uogdlniaja one
[HSZ17, twierdzenie 2.3].

[H2] Wlasnosci ergodyczne pewnego PDMP, wykorzystywanego
do modelowania ekspresji genow

Niech (E, p) bedzie przestrzenia polska. Przez M(E) i M1 (F) oznaczmy — odpowiednio — prze-
strzen wszystkich skoriczonych i nieujemnych miar borelowskich na F oraz podprzestrzen tej
przestrzeni, sktadajaca sie z miar probabilistycznych. Ponadto dla danej funkcji borelowskiej
V : E — Ry i dowolnego r > 0 rozwazmy podprzestrzen MYT(E) przestrzeni M (E), skta-
dajaca sie ze wszystkich miar z r-tym momentem skoticzonym wzgledem V', tzn.

Mh@%:%EMﬂﬂtéww<m}

Do oszacowania odlegtoéci miedzy miarami bedziemy uzywac¢ metryki Forteta-Mouriera, ktéra
na M(E) jest oczywiscie dana wzorem

(éfﬂu—w

gdzie zbior Lipy ; (E) jest zdefiniowany przez (16).

dla wszystkich p,v € M(E), (18)

deni(v) = sup
fe€Lipy 1 (E)

Rozwazmy osrodkowa przestrzen Banacha (H, || - ||) oraz zbiér Y C H domkniety w tej
przestrzeni (zwroémy uwage, ze o Y mozemy mysle¢ jak o polskiej przestrzeni metrycznej
z metryka indukowana przez norme | - || w H). Ponadto ustalmy przestrzen topologiczna
z miarg (0,B(0),1), gdzie ¥ jest miara borelowsks skonczona, a takze zbior skonczony I
z metryka d danag jako d(i,7) = 0, jesli i = j, oraz d(i,j) = 1 w przypadku przeciwnym.

W artykule [H2| badamy PDMP ¥ = {(Y(¢),{(t)) }ter,, ewoluujacy poprzez skoki wy-
stepujace w losowych momentach 7,, n € N, ktéore to momenty pokrywaja sie z czasami
skokow procesu Poissona o danej intensywnosci A > 0. Zbior {S;}icr potpotokow, gdzie
S; : Ry xY — Y, decyduje o deterministycznym zachowaniu uktadu pomiedzy skokami,
a losowo wybierane transformacje ciaglte wy : Y — Y, 6 € O, okredlaja, jakie stany osiaga
uktad tuz po skokach (bardziej szczegdtowy opis znajduje sie w sekcji 2 w [H2], sekcji 4 w [H4],
sekcji 5 w [H5] lub sekeji 4.3.2: PDMPs sterowane przez pétpotoki przetgczane losowo w ni-
niejszym autoreferacie).

W przestrzeni X :=Y X I zadajmy metryke ps w nastepujacy sposéb:

pe ((y1,11), (y2,i2)) = |ly1 — ye| + éd(i1,i2) dla  (y1,i1), (y2,i2) € X,

gdzie ¢ > 1 jest pewna dostatecznie duza staly (zdefiniowana w [H2]).
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Formalnie rozwazamy:

e jednorodny w czasie tancuch Markowa ® := {(Y,, &) Jnen, 0 wartosciach w X (por. (2)
lub réwnania (2.3) i (2.4) w [H2]) z funkcja przejscia P : X x B(X) — [0, 1] zadana wzo-
rem (5), gdzie {& }nen, jest clagiem zmiennych losowych, o wartosciach w I, opisujacych
indeksy ,aktualnie aktywnych” pétpotokdw,

e oraz jednorodny w czasie proces Markowa U := {(Y'(t),{(t))}+cr, 0 warto$ciach w X
zdefiniowany poprzez interpolacje ® za pomocy (1) (polgrupe przejscia procesu ¥ be-
dziemy oznacza¢ symbolem {P(t)}er, ).

Doprecyzujmy teraz warunki, jakie narzucamy na sktadowe modelu, a wiec poétpotoki S;
i € I, macierze [m;j; jer ich prawdopodobienstw (zaleznych od polozenia), ciagle przeksztatce-
nia wy, 6 € ©, decydujace o stanach uktadu po skokach, a takze zwiazany z nimi zbior {pp }gco
funkcji gestosci prawdopodobienistw (réwniez zaleznych od polozenia) wzgledem miary 9. Za-
ktadamy, ze istnieja y € Y, funkcja £ : Y — R, ograniczona na zbiorach ograniczonych oraz
state « € R, L, Ly, Ly, Ly, cx, ¢ > 0, takie ze

LLy+a/X <1, (19)
a ponadto, dla dowolnych i,i1,i0 € I, y1,y2 € Y, t € Ry, zachodza nastepujace warunki:
sup [ e [ un(S:(t.) - ol oo (Si(t.v) 9(d8) dt < o (1)
yeyY JO ©
150, (8, y1) = Sin (£, 92) || < Le [lyn — w2l + tL(y2) d(i1, i2), (M2)
| ofon) = wolo) o () 8 < Lo s = el (M3)
> i) = mig(y2)| < L lyn — w2l /@ Ipo (y1) — po (y2)| dO < Ly [jyr — w2, (M4)
jel
> i (1) Aisi (y2) = cx, / po (Y1) A po (y2) dO > cp, (M5)
jel O(y1,y2)

gdzie O(y1,y2) := {0 € O : [wp(y1) —wo(y2)|| < Lullyr — y2|}-

Zainteresowanych czytelnikow odsytamy do sekcji 3 w [H2|, gdzie omawiamy zasadnos$¢ po-
wyzszych zatozen. Pokazujemy tam m.in., ze warunek (M2) jest speliony przez obszerna
klase poétpotokdéw dziatajacych w przestrzeniach refleksywnych, bedgcych przestrzeniami
Banacha (w szczegdlnosci w przestrzeniach Hilberta). Dodatkowo szczegétowo opisujemy,
w jaki sposob mozna generowaé takie potpotoki za pomoca konkretnych rownar rézniczkowych
z operatorami dyssypatywnymi (ang. differential equations involving dissipative operators; por.
[IK02, CK19]). Zauwazamy tez, ze warunek (M1) mozna w wielu przypadkach tatwo wypro-
wadzi¢ z dwoch innych warunkéow — a mianowicie (M2) i (M3).

Ponadto zauwazamy, ze do$¢ naturalne sa warunki (M3)-(M5), ktore zapewniaja, ze uktad
transformacji {wgloco jest zwezajacy w sredniej, i naktadaja pewne dodatkowe ogranicze-
nia na prawdopodobienistwa i gesto$ci w modelu. Takich warunkéw wymaga sie powszech-
nie np. w twierdzeniach dotyczacych wtasnosci asymptotycznych klasycznych losowych IFSs
(por. [LY94] lub [Sza03]), ktore stanowia szczegdlny przypadek naszego modelu dyskretnego.
W przykltadzie w pracy [Ste01] podkreslono natomiast, ze zaltozeni sformutowanych w sposéb
podobny do (M4) nie mozna pomina¢, nawet w najprostszych scenariuszach. Moéwiac do-
ktadniej, autor pracy [Ste0l| zauwaza, ze uktad {(S1,p), (S2,1 — p)} sktadajacy sie z dwoch
operatoréow zwezajacych S7 i Sy oraz funkcji p dodatniej i ciggte] moze posiadaé wiecej niz
jedna niezmiennicza miare probabilistyczng (chyba ze funkcja p spelnia co najmniej warunek
cigglosci Diniego).
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W dalszej czesci tego rozdziatu niech V' : X — R, bedzie dana wzorem V (y,i) = ||y — 7|
dla dowolnego (y,i) € X. Glownym celem artykutu [H2| jest pokazanie, ze taricuch ® jest
geometrycznie ergodyczny (w metryce dpy).

Twierdzenie 4.4 (twierdzenie 4.1 w [H2]). Przypusémy, ze warunki (M1)-(M5) zachodzq
ze statymi spetniajgcymi nieréwnosé (19). Wowczas operator Markowa P wyznaczony przez
funkcje przejscia P tancucha ®, okreslong wzorem (5), posiada jedyng niezmienniczqg miare
probabilistyczng pE, takq ze p® < MYJ(X). Ponadto istnieje & € X i state ¢ € (0,00),
q €[0,1), dla ktorych

dpm(puP™, uf) < c </ pe(@, ) d (p+ pt) + 1) q"
X

dla kazdego n € N i wszystkich p € MY | (X).

W dowodzie twierdzenia 4.4 korzystamy z techniki sprzegania asymptotycznego wprowa-
dzonej w [Hai02|. Doktadniej: uzywamy [KS20, twierdzenia 2.1], ktére dostarcza warunkéw
wystarczajacych (w kontekécie sprzegania markowowskiego), aby ogolny tancuch Markowa
byt geometrycznie ergodyczny w sensie opisanym powyzej.

Twierdzenie 4.4 pozwala nam nastepnie pokazaé SLLN dla taricucha ®. Mozemy to zrobi¢,
odwolujac sie do ogolnego wyniku A. Shirikyana [Shi0O3] (zob. twierdzenie 6.2 w [H2|, ktore
stanowi odpowiednia modyfikacje [Shi03, twierdzenia 2.1], bezposrednio wykorzystywana w do-
wodzie twierdzenia 4.5).

Twierdzenie 4.5 (SLLN dla ®; twierdzenie 4.3 w [H2|). Przypusémy, ze warunki (M1)-(M5)
zachodzq ze statymi spetniajacymi (19). Wowczas dla kazdego g € Lip,(X) i dowolnego stanu
poczgtkowego © € X olrzymujemy

n—1

1
lim — Y, = du® P,- p.n.
nggonkzog( s &) /Xg L p.n.,

gdzie p® jest jedyng niezmienniczq miarg probabilistyczng operatora Markowa P (ktdrej ist-
nienie 1 jednoznacznosé wynikajg z twierdzenia 4.4).

Odtad bedziemy zakladac, ze ©, czyli zbior indeksow przeksztatcen y — wg(y), jest wypo-
sazony w miare skoriczong 9.

Kolejny wynik dotyczy jednoznacznej odpowiedniosdci niezmienniczych miar probabilisty-
cznych operatora P (opisujacego ewolucje rozktadu tancucha ®) i niezmienniczych miar pro-
babilistycznych potgrupy {P(¢) }er+ (opisujacej ewolucje rozktadu procesu V).

Twierdzenie 4.6 (twierdzenie 4.4 w [H2]). Niech P dana wzorem (5) bedzie funkcjg przej-
scia taricucha Markowa ®, oraz niech {P(t)}ier, bedzie potgrupg Markowa opisujgcg ewolucje
rozktadu PDMP W okreslonego przez (1). Ponadto niech jadra stochastyczne G i W bedg od-
powiednio zadane wzorami (6) i (7). Wowczas zachodza nastepujgce implikacje:

(1) Jesli ue jest niezmienniczq miarg probabilistyczng operatora Markowa P, to pY = u2G
jest niezmienniczg miarg probabilistyczng potgrupy Markowa {P(t)}ier, i pIW o= pu®.

(2) Jesli p¥ jest niezmienniczq miarg probabilistyczng potgrupy Markowa {P(t)}ier, , to
p® = uYW o jest niezmienniczg miarg probabilistyczng operatora Markowa P oraz

® v

pe G = py
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Potaczenie twierdzen 4.4 i 4.6 natychmiast prowadzi do nastepujacego wyniku:

Whiosek 4.1 (wniosek 4.5 w |H2|). Przypusémy, ze warunki (M1)-(M5) zachodzq ze sta-
tymi spetniajgcymi (19). Wowczas potgrupa Markowa {P(t)}ier, , opisujoca dynamike roz-
ktadu PDMP ¥ okreslonego przez (1), posiada doktadnie jedng niezmienniczqg miare probabi-
listycznag.

Nastepnie twierdzenia 4.5 1 4.6 pozwalaja nam wykaza¢ SLLN dla W.

Twierdzenie 4.7 (SLLN dla U; twierdzenie 4.7 w [H2]). Przypusémy, ze warunki (M1)-(M5)
zachodzq z ograniczong (lub — réwnowaznie — stalg) funkcjo LY — Ry, oraz e spetniona jest
nierdwnosé (19). Wowczas dla dowolnej funkcji g € Lipy(X) i dowolnego stanu poczatkowego
(y,1) € X otrzymujemy

1t N

lim — [ g(Y(s),{(s)) ds = /ngu* P(y.i)-p-n., (20)

t—oo t Jg

gdzie Y oznacza jedyny niezmienniczy rozktad procesu U (ktdrego istnienie i jednoznacznosé
zostaty wykazane we wniosku 4.1).

Dodatkowe zaltozenie dotyczace funkcji £ zapewnia, ze operator g — Gg zachowuje lip-
schitzowska ciaglosé. Jest ona konieczna z punktu widzenia metody zastosowanej w dowo-
dzie twierdzenia 4.7, gdyz pozwala na zastosowanie twierdzenia 4.5 do taricucha Markowa
{Gy(Yn, &) tnen,- Wspomniane wyzej wymaganie jest oczywiscie spetnione, gdy determini-
styczna ewolucje procesu ¥ okresla tylko jeden poétpotok.

W sekeji 5 artykutu [H2| zwracamy uwage na ogdlnos¢ badanego modelu abstrakcyjnego.
Pokazujemy, ze jest on wystarczajaco elastyczny, aby uchwyci¢ co najmniej dwa zupelnie
rozne uklady dynamiczne: pierwszy — odnoszacy sie do modelu (z czasem ciaglym) opisuja-
cego ekspresje genow prokariotycznych (por. [MTKY13]); drugi — odnoszacy sie do modelu
(dyskretnego) autoregulacji genu u bakterii (por. [HHS16]). Cho¢ pierwszy z nich ewoluuje
w przestrzeni skoriczenie wymiarowej (a zatem mozna go analizowaé za pomoca nieco prost-
szych narzedzi matematycznych), wierzymy, ze polaczenie tych dwoch przyktadow pokazuje
uniwersalnog¢ prezentowanego podejscia.

|[H3] Ciagta zaleznosé miary niezmienniczej pewnego PDMP
od wskaznika intensywnosci skokéw tego procesu

Prezentujac wyniki z artykutu [H3], bedziemy korzysta¢ z notacji wprowadzonej juz w po-
przednich rozdziatach, gdzie omoéwiono gtéwne twierdzenia z prac [H1| i [H2|. Ponadto przez
Lip,(Y)* oznaczymy przestrzen dualng do przestrzeni (Lip,(Y),| - ||BL), gdzie norma || - gL
jest okreslona wzorem (17). Norme operatorows || - |55y, w Lip,(Y)* zdefiniujmy jako

lelipr, == sup{le(f)] : f € Lipy(Y), [IfllL <1}  dla kazdego ¢ € Lipy(Y)".

Zgodnie z [Dud66, lematem 6]), odwzorowanie Mg (Y') 3 p+— I € Lip,(Y)* jest roznowarto-
Sciowe, a zatem przestrzen (Msig(X), || ||Tv) mozna zanurzy¢ w przestrzeni (Lip,(Y)*, || [|5)-
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Drzigki temu mozemy utozsamia¢ kazdg miare u € M (Y) z funkcjonatem I, € Lip,(Y)*. To
z kolei oznacza, ze || - ||, indukuje norme w przestrzeni Mg (Y). Norme te, nazywana norma
Forteta-Mouriera i oznaczang symbolem || - [|[py, mozemy wiec okresli¢ w nastepujacy sposob:

alleng = uur;;L—sup{\ / fdu‘: f € Lipy(Y), ufumg} dla kaidej 1 € Mag(Y).

Dla dowolnej dodatniej intensywnosci skoku A badamy wersje PDMP W) okreslona wzorami
(1) i (2), ktorej zachowanie deterministyczne pomiedzy losowymi skokami jest kierowane przez
jeden pétpotok S, a mechanizm skokéw jest okreslony przez konkretne jadro J zdefiniowane
wzorem (8). Stany, ktore W) osiaga tuz po skokach, mozna opisa¢ za pomocy ltanicucha @)
z funkcjg przejécia Py zdefiniowana tak jak w (9).

Zalozenia przyjete w modelu sa bardzo podobne do tych w pracy [H2] (w szczegolnosci pod-
kreslmy, ze zachodzi twierdzenie 4.4). Dla §cistosci wymieniamy je jednak ponizej (czytelnikow
zainteresowanych zasadno$cia wymaganych warunkéw odsytamy do poprzedniego rozdziatu lub
do sekcji 3 w [H3|). Przyjmijmy, ze istnieje punkt y € Y, funkcja borelowska J : Y — [0, 00)
istale o € R, L, Ly, Lp, Amin; Amax, D > 0, takie ze

LLy -+ % <1 dlakazdej A€ [Amin, Amax], (21)
oraz, dla dowolnych y1,y2 € Y, zachodza nastepujace warunki:

sup / ¢ Huint / po (St 1) [we (S(t,9))|| d8 dt < o, (A1)

yeY JO (€]
1S (t,51) — S (£, y2)|| < Le® [lyr — wol| dla t € Ry, (A2)
1S () — S (5,50 < (¢t — )™ 0se 7 () dla 0<s <1, (A3)
/e P (1) 1w (1) — wp (92)]] 8 < Luy ln — 32l (A1)
10 ) =0 () 8 <y n = (A5)
/ min {ps (y1) . v (y2)} df > P, (A6)

O(y1,y2)

gdzie ©(y1,y2) :={0 € O : [lwg(y1) —wa(y2)ll < L [ly1 — v2ll}-
Zauwazmy, ze zakladajac (21), natychmiast otrzymujemy A > max{0,a} dla kazdej
A € [Amin; Amax]. Okre$lmy rowniez podzbior Mg 7(Y") zbioru Mg (Y) jako

Mg 7(Y) = {M € M (Y) : / Jdlul < oo} , gdzie J jest zadana przez warunek (A3).
Y

W sekeji 4 artykutu [H3] analizujemy pewne wlasciwosci operatora Markowa Py, A > 0,
indukowanego przez funkcje przejécia Py taricucha ®),. W dalszej czesci tego rozdzialu niech
odwzorowanie I1;) bedzie okreslone przez (10) dla dowolnego ¢t € Ry.

Lemat 4.2 (lemat 4.1 w [H3|). Przyjmijmy, ze spetnione sq warunki (A3)-(A5). Wowczas
dla kazdej A > 0 i dowolnej 1 € Mg 7(Y) funkcja t — e~ Mull(t) jest catkowalna w sensie
Bochnera (wszystkie niezbedne definicje i podstawowe wlasciwosci catki Bochnera sq¢ zebrane
w sekeji 2 w [H3]) jako odwzorowanie z Ry w (CL(Msig(Y)), [ - [[BLlcr(may(v)))- Ponadto
zachodzi rownosé

uPy = /0 Ae” M ull ) dt.
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Lemat 4.3 (lemat 4.2 w [H3|). Niech f € Lip,(Y). Przy zatozeniach (A2), (A4) i (A5)
otrzymujemy

HMH(t)HFM < (14 (Lw+ Lp) Le™) ||pllpy  dla dowolnych p € Mgg(Y), t € Ry

Lemat 4.4 (lemat 4.4 w |H3|). Zatézmy, Ze przestrzeri Mig(Y') jest wyposazona w topologie

indukowang przez norme || - ||pm. Ponadto przypusémy, ze warunki (A2)-(A5) sq spetnione.
Woéwczas odwzorowanie

(max{0, a},00) X Msig 7(Y) 3 (A, 1) —= pPy € Mig(Y)
jest wspdlnie ciggte.

Lemat 4.5 (lemat 4.5 w [H3|). Przypusémy, ze warunki (A1), (A2) i (A4)-(A6) zachodzg ze
statymi spetniajgcymi nierdwnos$é (21). Dla dowolnej X € [Amin, Amax] 02Znaczmy przez fie ™ roz-
ktad stacjonarny taricucha ®y (ktdrego istnienie i jednoznacznosé wynikajg z twierdzenia 4.4).
Wowczas zbieznosé

: n Py —
Jim ([P = [y =0
jest jednostajna ze wzgledu na A, o ile miara p € My(Y) jest taka, ze [, || - | dp < oo.

Korzystajac z powyzszych lematow, a takze z [Rud76, twierdzenia 7.11], mozemy wykazaé
pierwszy z gtownych wynikéw w artykule [H3|, ktéry ma nastepujace brzmienie:

Twierdzenie 4.8 (twierdzenie 5.2 w [H3|). Przypusémy, ze warunki (A1)-(A6) zachodzg ze
statymi spetniajgcymi nieréwno$é (21). Ponadto dla dowolnej X € [Amin, Amax] Przez f
oznaczmy rozktad stacjonarny procesu @y (ktdrego istnienie i jednoznacznosé wynikajq z twier-
dzenia 4.4). Wowczas dla kazdej N € [Amin, Amax] zachodzi

p B gdy A
gdzie ,~7 oznacza stabq zbieznosé, tzn. lim, 5 fyfduibA = [y fduf; dla kazdej f € Cp(Y).

Drugi gtéwny wynik w [H3| jest niemal natychmiastowym nastepstwem twierdzen 4.8 1 4.6.

Twierdzenie 4.9 (twierdzenie 5.3 w [H3|). Niech ¥ bedzie skoriczong miarg borelowskq okre-
slong na zbiorze ©. Przypusémy, ze warunki (A1)-(A6) zachodzq ze statymi spetniajgcymi
nierdwnosé (21). Ponadto dla dowolnej N\ € [Amin, Amax| przez M*\Ij’\ oznaczmy rozktad stacjo-
narny procesu Wy (ktérego istnienie i jednoznacznosé wynikajq z wniosku 4.1). Wéwczas dla
dowolnej X\ € [Amin, Amax| zachodzi

P BT gdy A

Dzieki wynikom przedstawionym w |[H3| (twierdzenia 4.8 i 4.9 powyzej) mo-
zemy stwierdzié, ze niewielkie zmiany parametru A w analizowanym modelu beda
mialy znikomy wplyw na rozklad stacjonarny tego modelu. Cecha ta sprawia, ze
proponowany model abstrakcyjny doskonale nadaje sie do opisu réznych zjawisk
rzeczywistych.
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|H4] Wersja CLT dla ogdlnej klasy taricuchéw Markowa

Niech (F, p) bedzie przestrzenia metryczng polska, oraz niech dpy oznacza metryke Forteta-
-Mouriera okreslona w (18). Gléwne wyniki w pracy [H4| dotycza:

e kryterium mieszania geometrycznego (w metryce dpy) dla ogélnej klasy lani-
cuchéw Markowa (sekcja 2 w [H4]),

e wersji CLT dla og6lnej klasy lancuchéw Markowa (sekcja 3 w [H4|),

e CLT dla abstrakcyjnego modelu ekspresji genéw rozwazanego w [H2| (sek-
cja 4 w [H4|).

W sekcji 2 w [H4| korzystamy z pewnych pomystow wykorzystanych wezesniej w pracach
[Hai02, S11, Czal8, KS20] i [D3]. Kluczowymi wynikami sa tam lematy 2.2 i 2.3, z ktorych drugi
nieco wzmacnia wlasno$¢ mieszania geometrycznego (w dpy), udowodniona i wykorzystana
w dowodzie [KS20, twierdzenia 2.1]. Lemat 2.3 (ktory wynika z lematu 2.2) stanowi istotne
narzedzie w dowodzie gtownego wyniku w naszej pracy |H4|, tj. twierdzenia 3.2.

Niech P : E x B(E) — [0,1] i P : M(E) — M(FE) oznaczaja odpowiednio jadro sto-
chastyczne i operator Markowa indukowany przez to jadro. Naktadamy nastepujace warunki
na P:

(B0) Operator Markowa P ma wtasnosc Fellera.

(B1) Istnieje funkcja Lapunowa V : E— R, oraz state a € (0,1) i b € (0,00), takie ze

PV (z) <aV(x)+b dlakazdego z € E.

Ponadto wymagamy, aby istniato jadro podstochastyczne Q : E? x B(E?) — [0, 1] o nastepu-
jacej whasnosci:

Q((x,y),Ax E) < P(z,A), Q(z,y),ExA) <P(y,A) dla z,yeE, AcB(E), (22)

oraz takie ze:

(B2) Istnieja F' C E?id € (0,1), dla ktérych

supp Q((.y),) C F oraz /E p(,0) Q((,9), du x dv) < 5p(,y) dla (r,y) € F

(B3) Dla U(r) := {(u,v) € F: p(u,v) <r}, r >0, zachodzi

(x,iﬁi;FQ((fﬂ,y)vU(5P($,y))) > 0.

(B4) Istnieja state 8 € (0,1] i cg > 0, takie ze

Q ((x,y),E2) >1-— CBpﬁ(x,y) dla kazdego (x,y) € F.
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(B5) Istnieje sprzezenie markowowskie {(¢£}), cbg))}neNo operatora P o funkcji przejscia
C > @ (por. sekcja 1.3 w [H4|), takie ze dla pewnej wartosci I' > 0 i zbioru

K :={(z,y) € E*: (v,y) € Foraz V(z) + V(y) <T}
mozemy wybraé state v € (0,1) i ¢, > 0, dla ktorych
Eyy(vP%) <ecy, oile V(z)+V(y) <4b(l—a)™?,

gdzie
PK = inf {Tl eN: (¢£11)a ¢)1('L2)) € K}

oraz [E; , oznacza operator wartoéci oczekiwanej wzgledem miary C, ,, tzn. odpowiednie;
miary probabilistycznej okreslonej na B(E?), spetniajacej

Cay ((@g)@g)) ceAxE|pV, = g;) — P(z, A),
Coy (61 012) € Bx Aol =y) = P(y. A),

dla dowolnego A € B(E).

Pozadany lemat brzmi nastepujaco:

Lemat 4.6 (lemat 2.3 w [H4]|). Przypusémy, ze P : E x B(E) — [0, 1] jest jadrem stochastycz-
nym, takim Ze warunki (B0)-(B5) zachodzq z pewnym jadrem podstochastycznym
Q : BE% x B(E?) — [0,1] spetniajgcym (22). Wéwczas istniejq state ¢ € (0,1) i ¢ > 0, ta-
kie ze

Evylg (61) =9 (62)| < ellglloLa"(1+ V(@) + V() (23)

dla dowolnych (x,y) € E?, g € Lip,(E) i n € Np.

Przejdzmy teraz do omdéwienia czesci artykutu poswieconej CTG dla niestacjonarnych tan-
cuchow Markowa ewoluujacych w przestrzeniach polskich.

Przyjmijmy, ze p. € Mj(FE) jest jedyna niezmiennicza miara probabilistyczna opera-
tora Markowa P (ktora istnieje przy zatozeniach [KS20, twierdzenia 2.1]). Dla danej funk-
cji borelowskiej g : F — R, takiej ze fE g% dpu, < oo, méwimy, ze cigg zmiennych losowych
{G(én)tneny, gdzie § = g — [ g dps, spetnia CLT, jesli

22(3) = Tim ( (gwl) +;/';;+ g<¢n>>2> . o

oraz érednie n=1/2(G(¢1) + ... + G(én)), n € N, zbiegaja wedtug rozktadu do zmiennej losowej
o rozktadzie normalnym z parametrami 0 i 02(g).

Niech DJ0,1] oznacza przestrzen Skorochoda, a wiec zbior wszystkich funkcji cadlag na
przedziale [0, 1] (por. [Bil99]). Dla dowolnej funkeji borelowskiej g : E — R zdefiniujmy naste-
pujacym wzorem proces { By (g) }nen 0 wartosciach w DI[0, 1]:

Ba(9)(t) = \/lﬁ (9(d1) + ...+ 9 (dpay)) dla 0<t<1 oraz Bn(g)(1) = Balg)(1-),
dla wszystkich n € N, gdzie [a] oznacza ,sufit” liczby a € R. Dla danej funkcji borelowskiej
g: E — R, takiej ze fE g" du, < oo dla pewnego r > 2, mowimy, ze {G(¢Pn) }nen, spelnia zasade
niezmienniczo$¢ Donskera dla CLT (funkcjonalne CLT), jesli 02(g) < oo oraz {B,(g)}nen
zbiega stabo do o(g)B w przestrzeni D|0, 1], gdzie B jest standardowym ruchem Browna
okreslonym na przedziale [0, 1].
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Zanim sformulujemy gltéwne twierdzenie pracy [H4|, musimy wzmocnié¢ warunek (B1) do
nastepujacej postaci:

(B1)" Istnieje funkcja Lapunowa V : E — R, oraz stale a € (0,1) i b € (0, 00), takie ze

PV2(z) < (aV(z) +b)* dla kazdego z € E.

Korzystajac z nierownosci Holdera, mozemy z tatwoscig pokazac, ze hipoteza (B1)" implikuje
warunek (B1).

Twierdzenie 4.10 (CLT; twierdzenie 3.2 w [H4|). Przypusémy, ze P : E x B(E) — [0, 1] jest
jadrem stochastycznym, takim ze warunki (B0)-(B5) z (B1) wzmocnionym do (B1)" zachodzq
z pewnym jgdrem podstochastycznym Q : E? x B(E?) — [0,1] spetniajacym (22). Niech V be-
dzie funkcjq Lapunowa, dla ktérej zachodzi warunek (B1). Przez {¢n}nen, 02naczmy taricuch
Markowa jednorodny w czasie 1 0 wartosciach w E, dla ktéreqgo P i p € MKl (E) sq odpowiednio
funkcjq przejscia i miarg poczgtkowq. Wowczas {G(¢pn)tnen, spetnia CLT, o ile g € Lipy(E).
Ponadto jesli p jest jedyng niezmienniczqg miarg probabilistyczng operatora Markowa P, to
{9(dn) }nen, spetnia zasade niezmienniczosci Donskera dla CLT.

Wazny krok w dowodzie twierdzenia 4.10 wynika z [MWO0O0, wniosku 1] i [MWO00, wnio-
sku 4| z pracy M. Maxwella i M. Woodroofe’a (por. lemat 3.1 w [H4]).

Podkreslmy, ze dokladna analiza dowodu twierdzenia 4.10 pozwala zauwazyé,
ze jego teza zachodzi réwniez przy dwdch ogélniejszych (i jednocze$nie znacznie
bardziej abstrakcyjnych) zalozeniach, a mianowicie:

(i) spelniony jest warunek (B0), a ponadto zachodzi (B1)' (lub warunek (B1) za-
chodzi zaréwno dla V, jak i dla V?);
i)

(ii) istnieje sprzezenie markowowskie {(¢%1), tnen, jadra stochastycznego P,

spelniajace nieré6wnosé (23).

W sekcji 4 artykulu [H4| udowadniamy uzytecznosé twierdzenia 4.10, stosujac
je do wykazania CLT dla laiicucha ® badanego wczesniej w pracy [H2|. Co wazne,
zadna z wcze$niej istniejacych wersji CLT (badz LIL), lacznie z tymi z prac
|[GHSZ19] i |[BMS12|, nie ma zastosowania w tym kontekscie.

|H5| Zasada niezmienniczo$ci Strassena dla LIL dla pewnych nie-
stacjonarnych tancuchow Markowa-Fellera

Glowne wyniki artykutu [H5] prezentujemy w sekcji 3, ktora jest podzielona na dwie cze-
§ci. W pierwszej z nich omawiamy pewne wtasnosci martyngaléw zdefiniowanych na prze-
strzeni trajektorii danego ergodycznego tancucha Markowa, podczas gdy w drugiej — dowo-
dzimy zasady niezmienniczosci Strassena dla LIL dla ogélnej klasy niestacjonarnych taicuchéw
Markowa-Fellera. Ponizej przedstawiamy zarys jedynie tej drugiej czesci.
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Niech p € M (FE) bedzie wybrana w sposob dowolny. Przypusémy, ze P : ExB(E) — [0, 1]
jest jadrem stochastycznym spelniajacym warunki (B0) i (B1) z funkcja V : E — Ry o po-
staci V(z) = p(z,z) dla x € E, gdzie T jest dowolnie ustalonym punktem przestrzeni E.
W dalszej czesel tego rozdziatu przez {¢p }nen, bedziemy oznaczaé tanicuch Markowa z funkcja
przejécia P i miara poczatkows p. Dodatkowo przyjmijmy, ze istnieje jadro podstochastyczne
Q : E? x B(E?) — [0, 1] spetiajace (22) i takie, ze warunki (B2)-(B5) zachodza dla pewnego
zbioru F C E%. 7 [KS20, twierdzenia 2.1 wiemy, ze P ma jedyna niezmiennicza miare proba-
bilistyczng pix, taka ze pu, € MYI(E) — a ponadto z lematu 4.6 wiemy, ze nieréwnosc (23) jest
spelniona dla pewnych statych ¢ € (0,1) i ¢ € (0, 00).

Zdefiniujmy teraz przestrzen C jako przestrzeri Banacha wszystkich funkcji rzeczywistych
i cigglych, okreslonych na [0, 1], z norma supremum. Przez K oznaczmy natomiast podprze-
strzen C sktadajaca sie ze wszystkich funkeji f absolutnie ciagtych i takich, ze fol (f’(t))2 dt <1.
Ponadto dla dowolnej funkcji g € Lipy(E) i § = g — [ g dps rozwazmy ciag zmiennych loso-
wych {r,(g) tnen, 0 wartosciach w przestrzeni C okreslonych wzorami

Sisg 3(e) + (nt — k)g(ex)
(g)v/2n1n(In(n)

rn(9)(t) ==

dla wszystkich n >e, t € (0,1]

oraz k € {1,...,n— 1}, takich ze k <nt <k+1,
rn(g)(t) ;=0 dla n<e lub t=0.
(25)

Dla danej funkcji g € Lip,(E) mowimy, ze taiicuch Markowa {g(¢n) }nen, spelnia zasade
niezmienniczosci Strassena dla LIL, jesli

o0 (o] 2
o<#@:&u(2ﬁmm—zﬁmm> < 0,
1=0 =1

rodzina {r,(g) }nen, jest relatywnie zwarta w C, a zbior jej punktow granicznych pokrywa sie
ze zbiorem K P,-p.n.

Glowny wynik pracy [H5] jest sformutowany w duchu podobnym do [KS20, twierdzenia 2.1]
oraz twierdzenia 3.2 w pracy [H4|. Chociaz hipotezy (B0)-(B5), wraz z rownaniem (19), sa
wystarczajace do tego, aby operator Markowa P byt geometrycznie ergodyczny w metryce
drm, nasz dowod zasady niezmienniczosei Strassena dla LIL wymaga dodatkowego warunku:

(B1*) Istnieja state a* € (0,1) i b* € (0,00), takie ze dla dowolnej miary v € MY,2+T(E)
zachodzi nieréwnogé

1/(2+4r) 1/(2+r)
< / VAT d(PV)) <a* ( / YT dz/) + b*.
E E

W tym miejscu dokonajmy krotkiego poréwnania warunku (B1*) z warunkiem (B1'), ktory
zostal wykorzystany w pracy [H4| do udowodnienia twierdzenia CLT i jest silniejsza wersja
warunku (B1). Warunek (B1*) jest tego samego rodzaju, ale w ogélnosci nie musi implikowaé
warunku (B1). W zwiazku z tym w twierdzeniu 4.7 w pracy [H5| zakladamy zaréwno (B1),
jak i (B1*).
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Twierdzenie 4.11 (Zasada niezmienniczosci Strassena dla LIL; twierdzenie 4.7 w [H5]). Przy-
pusémy, ze {on tnen, jest taricuchem Markowa przyjmujgcym wartosci w przestrzeni E i jedno-
rodnym w czasie, z funkcjg przej$cia P i miarg poczgtkowq p takg, ze p € MY,2+T(E) dla pew-
nego r € (0,2). Ponadto zaldzmy, ze istnieje jadro podstochastyczne Q : E? x B(E?) — [0,1],
spetniajace (22) i takie, ze P oraz Q spetniaja warunki (B0)-(B5) 7 (B1") z pewnym zbiorem
F C E?. Wtedy dla dowolnej funkcji g € Lip,(E), takiej ze 0%(g) > 0 (np. g € Lip,(E), ktéra
nie jest stata p-p.n.; skoriczonosé o%(g) wykazalismy w lematach 4.9 i 4.10 w [H5]), taricuch
{9(Pn) }nen, spetnia zasade niezmienniczosci Strassena dla LIL.

Techniki, ktorych uzywamy do udowodnienia twierdzenia 4.11, nawiazuja gtéwnie do tych
zastosowanych w pracach [BMS12] i [D1], ktore z kolei odwotuja sie¢ do wyniku C.C. Heydego
i D.J. Scotta|HS73] dla martyngatow.

Podkreslmy, ze dokladna analiza dowodu twierdzenia 4.11 pozwala zauwazyé,
ze jego teza zachodzi réwniez przy dwoéch ogélniejszych (i jednocze$nie znacznie
bardziej abstrakcyjnych) zalozeniach, a mianowicie:

(i) spelnione sa warunki (B0) i (B1*);
(ii) istnieje sprzezenie markowowskie {(qﬁ,(@l), fml))}neNO jadra stochastycznego P,
spelniajace nieré6wnosé (23).

Warto jednak zauwazyé¢, ze zamiast bezposrednio weryfikowaé warunek (ii),
czesto znacznie latwiej jest zweryfikowaé zalozenia twierdzenia 4.11 (lub zalozenia
twierdzenia 4.10). W rzeczywistosci dla jawnie zdefiniowanych losowych uktadéw
dynamicznych (takich jak te w pracach [H2| i [KS20]) to, w jaki sposob zdefiniowaé
jadro podstochastyczne @, jest kwestia do$é intuicyjna (por. réwnanie (6.9) w [H2] lub
dowod [KS20, twierdzenia 3.1]).

W sekeji 5 w artykule [H5| przedstawiamy réowniez dowod funkcjonalnej wersji LIL dla
taricucha ® badanego wczesniej w pracy |H2|.

|[H6] LIL dla losowych homeomorfizmoéw okreslonych na odcinku

Niech (f1,..., fn;p1,--.,pN) bedzie dowolnym dopuszczalnym (ang. admissible) IFS. Ponadto
niech ¥ := {1,..., N} bedzie wyposazona w topologie produktows indukowang przez topo-
logie dyskretna na {1,..., N}. Dla kazdego n € N definiujemy

f:} = fwn 0...0 fw1 = f(wl“_.’wn) dla w= (wl,wg, .. ) €.

Przez P bedziemy oznaczaé¢ miare na 3 bedaca miara produktowa wektora prawdopodobieristw
(p1,-..,pN)- Tego samego symbolu uzyjemy, by oznaczy¢ miare produktows wektora prawdo-
podobienistw (p1,...,pn) na zbiorach ¥, = {1,...,N}", n € N.

Niech {X, }nen, bedzie taricuchem Markowa z funkcja przejscia P dana wzorem (15),
odpowiadajacym dopuszczalnemu IFS (fi,..., fn;p1,...,pn) 1 okreslonym na przestrzeni
([0, 11N, B(]0,1]Y)) wyposazonej w odpowiedni zbi6r {Py }vem((o,1)) miar probabilistycznych
na B([0,1]Y), takich ze P, (X, € A|X, = z) = P(z,A) i P,(Xo € A) = v(A) dla kazdej
v e M([0,1]). W przypadku, gdy v = 6,, = € [0, 1], uzyjemy zapisu P, (zamiast Ps_).
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Zauwazmy, ze dlan € N1 Ay, ..., A, € B([0,1]) mamy
PI((Xl,,Xn) €A x... XAn)
= Z ]1A1><...><An (fw1 (x>7 R 7f(w17...,wn)(x)) Pwy -+ Punp

(wlrnvwn)ezn

= / LAy (for (®)s - flonwn) (@) P (dwy X ... X dwp)

n

:/E]lfhx...xAn (fi(:v),,fﬁ(x))[?(dw)

Z [CS20, twierdzen 1 i 2| wiemy, ze regularny operator Markowa P (indukowany przez (15))
ma jedyna niezmiennicza miare probabilistyczna u. na odcinku otwartym (0, 1). W przypadku,
gdy rozklad poczatkowy tancucha { X, }nen, bedzie jego rozkladem stacjonarnym g, uzyjemy
notacji { X} }nen,-

Dwa gtéwne wyniki wykazane w pracy [H6|, a wiec kolejno wyzarzone (ang. annealed) LIL
i wygaszone (ang. quenched) LIL, brzmia nastepujaco:

Propozycja 4.1 (propozycja w [H6|). Jesli ¢ : [0,1] — R jest funkcjq lipschitzowskq o wta-
snosci f[o 1] pdux =0, to istnieje stata o € [0,00), taka ze

lim sup o (X7)+... + (X))

=0 P, -pw

Twierdzenie 4.12 (twierdzenie w [H6|). Jesli ¢ : [0,1] — R jest funkcjg lipschitzowskq
o wtasnosci f[o 1 wdps =0, to istnieje stata o € [0,00), taka zZe dla kazdego x € (0,1)

oy £ @) + 4 (£2(@)

=0 P-pw.
n—s00 2nIn(In(n))

W kontekscie szeroko zakrojonych badan wielu matematykéw nad modelem
omawianym w |H6| warto zwroci¢ uwage na znaczenie wyniku fundamentalnego,
jakim jest LIL.
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4.4 Opis wkladu w prace skladajace sie na osiggniecie naukowe

Artykul [HI|

R. Kukulski, H. Wojewoédka-Scigzko,
The e-property of asymptotically stable Markov-Feller operators,
Colloq. Math. 165 (2021), 269-283

Wyniki opisane w pracy [H1| otrzymalismy w czasie, gdy moéj wspotautor R. Kukulski
przygotowywal prace magisterska (pod moja opieka naukowa). Zaproponowatam temat badan,
a R. Kukulski skonstruowatl przyktady opisane w sekcji 4 artykutu. Oboje w réwnym stopniu
przyczyniliémy sie do udowodnienia gléwnych twierdzen. Pierwsza wersje pracy zredagowat
R. Kukulski, a nastepnie ja przygotowalam sekcje 1 i dokonatam istotnych poprawek w dalszej
czedei artykuhu.

Artykutl [H2|

D. Czapla, K. Horbacz, H. Wojewo6dka-Scigzko,
Ergodic properties of some piecewise deterministic Markov process with applica-
tion to gene expression modelling, Stoch. Proc. Appl. 130 (2020), no. 5, 2851-2885

Inicjatorka projektu byta K. Horbacz, ktéra zaproponowata ogblna postaé rozwazanego
modelu. Dzieki wiedzy zdobytej podczas studiéw doktoranckich bytam w stanie doktadnie
zrozumie¢ dowod kryterium R. Kapicy i M. Sleczki [KS20, twierdzenie 2.1], i w rezultacie
poméce D. Czapli w wykazaniu jednego z gtéwnych wynikow tej pracy — tj. twierdzenia 4.1,
ktorego dowdd w duzej mierze opiera sie na wykorzystaniu tego wlasnie kryterium. Wniostam
rowniez znaczacy wkilad w dowody twierdzen 4.2-4.7. Sekcje 3, dotyczaca stusznosci przyje-
tych zatozeri, opracowal D. Czapla. Przyktad 5.1, opisujacy ekspresje genéw prokariotycznych
(bakteryjnych), zaproponowata K. Horbacz, podczas gdy przyktad 5.2, dotyczacy autoregulacji
gendéw u bakterii, zostal zaproponowany przeze mnie. Po konsultacji z S.C. Hille ulepszytam
interpretacje biologiczna w przyktadzie 5.1, podkreslajac, ze geny u prokariotéw moga by¢
(i czesto sa) zorganizowane w tzw. operony. D. Czapla sporzadzit wstepny szkic artykutu,
ktory nastepnie zostal uzupetniony przez K. Horbacz i przeze mnie. Jestem réwniez autorka
wstepu.

Artykul [H3|

D. Czapla, S.C. Hille, K. Horbacz, H. Wojewo6dka-Scigzko,
Continuous dependence of an invariant measure on the jump rate of a piecewise
deterministic Markov process, Math. Biosci. Eng. 17 (2020), no. 2, 1059-1073

Opisane w artykule wyniki otrzymalismy podczas realizacji mojego projektu badawczego
Mathematical Modelling with Measures finansowanego przez Narodowe Centrum Nauki pod
numerem rejestracyjnym 2018/02/X/ST1/01518. Projekt ten umozliwil mi wizyte badawcza
w Instytucie Matematyki Uniwersytetu w Lejdzie w grudniu 2018 r. Gtéwne pomysty zro-
dzity sie podczas mojego pobytu w Lejdzie, gdzie wspolpracowatam z S.C. Hille. Wspélnie
sformutowalidmy hipoteze badawcza i przygotowalismy szkic dowodu. Po powrocie, we wspo6t-
pracy z D. Czapla i K. Horbacz, dopracowatam wszystkie szczegoty, a nastepnie zredagowatam
artykul (z pomoca D. Czapli).
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Artykul [H4|

D. Czapla, K. Horbacz, H. Wojewo6dka-Scigzko,
A useful version of the central limit theorem for a general class of Markov chains,
J. Math. Anal. Appl. 484 (2020), no. 1, 123725

Bytam gtéwna koordynatorka i motorem napedowym projektu. Przygotowatam szkic do-
wodu gléwnego wyniku pracy. Korzystajac z moich wczesniejszych doswiadczeri, zauwazy-
tam, ze pozadana wersje centralnego twierdzenia granicznego mozna udowodnié poprzez kre-
atywne zastosowanie technik sprzegania asymptotycznego, wprowadzonych i rozwijanych przez
M. Hairera (od 2002 r.). Lemat niezbedny do dowodu tego twierdzenia wykazal (z moja po-
moca) D. Czapla. Napisatam artykutl, a D. Czapla i K. Horbacz dokonali niezbednych popra-
wek merytorycznych i jezykowych.

Artykul [H5|

D. Czapla, K. Horbacz, H. Wojewo6dka-Scigzko,
The Strassen invariance principle for certain non-stationary Markov-Feller cha-
ins, Asymptot. Anal. 121 (2021), no. 1, 1-34

Gtowne idee przedstawione w tym artykule sa mojego pomystu. Niemozno$é¢ bezposred-
niego zastosowania wersji prawa logarytmu iterowanego autorstwa W. Botta, A.A. Majewskiego
i T. Szarka [BMS12| do szerokiej klasy losowych uktadéw dynamicznych, ktére badalismy
w naszych poprzednich pracach, i ktére moga mieé zastosowanie np. w biologii molekular-
nej, zmotywowata mnie do sformutowania i wykazania nowego kryterium. Zasugerowatam, by
oprécz metody martyngalowej zastosowaé w dowodzie pewna technike oparta na sprzeganiu
asymptotycznym tancuchéw Markowa. Przygotowalam wstepna wersje artykutu, ktéra nastep-
nie zostata ulepszona przez D. Czaple i K. Horbacz. D. Czapla uzupelnit niektére dowody —
zwtaszcza te odnoszace sie do ogdlnych wlasnosci martyngatow.

Artykut [H6|

K. Czudek, T. Szarek, H. Wojewodka-Scigzko,
The law of the iterated logarithm for random interval homeomorphisms,
Isr. J. Math. 246 (2021), 47-53

Praca bylta redagowana w okresie, gdy K. Czudek przygotowywal rozprawe doktorska
pod kierunkiem T. Szarka. Po udowodnieniu centralnego twierdzenia granicznego dla pew-
nych dopuszczalnych (ang. admissible) iterowanych uktadéw funkeyjnych [CS20] K. Czudek
i T. Szarek postanowili w dalszej kolejnosci wykaza¢ dla tych uktadéw prawo iterowanego
logarytmu. Wykorzystujac moje do$wiadczenie i znajomosé literatury dotyczacej prawa itero-
wanego logarytmu, zasugerowatam (podczas dyskusji naukowej z T'. Szarkiem), ze odpowiednie
wykorzystanie kryterium O. Zhao i M. Woodroofe’a [ZW08] moze daé¢ oczekiwany wynik. Ra-
zem zweryfikowaliSmy ten pomyst. Co wazne, K. Czudek przedstawil uzasadnienie, dlaczego
rozwazany proces mozna rozszerzy¢ dwukierunkowo. Wstepna wersje artykutu przygotowat
K. Czudek. Nastepnie wraz z T. Szarkiem dokonaliémy niezbednych poprawek i uzupetnili-
smy szczegolty dowodu.
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5 Opis wynikéw z prac niezwigzanymi z tematyka osiggniecia
naukowego

5.1 Lista artykuléw naukowych

Najnowszy wynik (praca w recenzji)

[R1] H. Wojewodka-Scigzko, Z. Puchata, K. Korzekwa, Resource engines, w recenzji

w Quantum, arXiv:2304.09559 |quant-ph| (2023), DOI 10.48550/arXiv.2304.09559.

Wyniki dotyczace wzmacniania losowosci (prace powstale podczas stazu podok-
torskiego w Krajowym Centrum Informatyki Kwantowej w Gdansku)

[Q1] H. Wojewodka, F.G.S.L. Brandao, A. Grudka, K. Horodecki, M. Horodecki, P. Horodecki,
M. Pawtowski, R. Ramanathan, M. Stankiewicz, Amplifying the randomness of weak
sources correlated with devices, IEEE Trans. Inf. Theory. 63 (2017), no. 11, 7592-7611,
DOI 10.1109/TIT. 2017.2738010.

[Q2] R. Ramanathan, F.G.S.L. Brandao, K. Horodecki, M. Horodecki, P. Horodecki,
H. Wojewddka, Randomness amplification under minimal fundamental assumptions on
the devices, Phys. Rev. Lett. 117 (2016), no. 23, 230501,
DOI 10.1103/PhysRevLett.117. 230501.

[Q3] F.G.S.L. Branddo, R. Ramanathan, A. Grudka, K. Horodecki, M. Horodecki,
P. Horodecki, T. Szarek, H. Wojewddka, Realistic noise-tolerant randomness amplifi-

cation using finite number of devices, Nat. Commun. 7 (2016), no. 11345,
DOI 10.1038 /ncomms11345.

5.2 Omoéwienie wynikéw

5.2.1 Wstep

W zwiazku z realizacja interdyscyplinarnych projektéw badawczych, dotyczacych gltéwnie
teorii informacji kwantowej, czyli:

e curopejskiego grantu Randomness and Quantum Entanglement (realizowanego podczas
stazu w Krajowym Centrum Informatyki Kwantowej w Gdansku w latach 2013-2016)

e oraz projektu FNP TEAM-NET pt. Komputery kwantowe w najblizszej przysztosci:
wyzwania, optymalne implementacje i zastosowania praktyczne (realizowanego pod-
czas stazu w Instytucie Informatyki Teoretycznej i Stosowanej Polskiej Akademii Nauk
w Gliwicach w latach 2020-2023),

moje zainteresowania badawcze obejmuja réwniez zastosowanie pewnych metod
probabilistycznych w teorii informacji kwantowej — m.in. do generowania liczb
losowych i wzmacniania losowosci (obie te kwestie sa istotne w kontekscie kryp-
tografii kwantowej), a takze w teorii zasobéw kwantowych czy w termodynamice
kwantowej.
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W kolejnym rozdziale opisze najnowsze wyniki moich badan dotyczacych silnikéw zasobow
(ang. resoruce engines) [R1] (pojecie silnikow zasobéw zostato niedawno wprowadzone do lite-
ratury przedmiotu przeze mnie, prof. dr. hab. Zbigniewa Puchate i dr. hab. Kamila Korzekwe,
z ktorymi nadal prowadze badania dotyczace tego tematu) oraz wzmacniania losowosci (ang.
randomness amplification) (seria artykulow [Q1]-[Q3], poswiecona temu zagadnieniu, zostala
przygotowana we wspoélpracy z zespotem naukowcoéw pod kierunkiem prof. dr. hab. Michata
Horodeckiego, z ktorym wciaz pozostajemy w kontakcie naukowym i planujemy przyszte ba-
dania — tym razem w dziedzinie termodynamiki kwantowej).

5.2.2 Przeglad wynikéw
Wyniki dotyczace silnikéw zasobow

Biorac pod uwage, ze inspiracje z dziedziny termodynamiki w teorii zasobéw kwantowych do-
tychczas okazywaly sie by¢ bardzo owocne, w artykule [R1] dazymy do posuniecia analogii
miedzy tymi dziedzinami o krok dalej. W literaturze przedmiotu znajdziemy liczne scenariu-
sze z jednym zestawem ograniczonych operacji swobodnych (ang. constrained free operations),
inspirowane dostepem do jednej tazni cieplnej. Dla odmiany w [R1]| proponujemy zbadanie
wydajnosci silnikéw zasobow, ktére uogblniaja pojecie silnikéw cieplnych, zastepujac do-
step do dwoch tazni cieplnych o réznych temperaturach dwoma dowolnymi ograniczeniami
dotyczacymi przeksztalcen stanéw.

Doktadniej méwiac, rozwazymy dwoje agentow (tradycyjnie okreglanych jako Alicja i Bob),
z ktorych kazde stoi w obliczu innego ograniczenia. Oznacza to, ze kazde z nich moze przygo-
towaé tylko pewien zbior stanéow swobodnych (od ang. free states) — odpowiednio Fs i Fp —
oraz ze kazde z nich moze wykonywaé operacje kwantowe tylko z okreslonego zbioru operacji
swobodnych — odpowiednio F4 i Fp. Pomyst na nasladowanie dziatania dwusuwowego sil-
nika cieplnego jest nastepujacy: zamiast kolejno taczyé¢ uktad z goraca i zimng taznia, wysyta
sie go na zmiane do Alicji 1 Boba, a oni moga wykonywaé¢ dowolne operacje z ich ograni-
czonych zbioréw F4 i Fp. Poniewaz stany i operacje, do ktorych ma dostep Alicja, beda na
0g6l stanowi¢ pewien zaséb w odniesieniu do ograniczen Boba (i odwrotnie), odpowiednia
liczba rund komunikacyjnych z lokalnie ograniczonymi operacjami (czyli suwow silnika zaso-
bow) moze generowac stany kwantowe spoza zbiorow Fa i Fp. W zwiazku z tym — taczac dwie
teorie zasobow, opisane przez (Fa,F4) i (Fp,Fp) — mozna otrzymaé nowa teorie zasobow: z
operacjami swobodnymi Fap 2O F4 U Fp oraz stanami swobodnymi Fag O Faq U Fp.

Naturalnie pojawia si¢ wowczas wiele pytan, z ktorych pierwsze brzmi: Czy silnik zasobéw
zdefintowany przez dane dwa ograniczenia moze wygenerowaé petny zbiér operacji kwantowych
— lub przynajmniej zblizaé sie dowolnie blisko do kazdego elementu tego zbioru — gdy liczba
suwow dgzy do nieskoriczonosci?. Alternatywnie: Czy przy pomocy takiego silnika zasobéw mo-
zemy osiggnagd wszystkie mozliwe stany koricowe, je$li na starcie mamy dostep tylko do standw
nalezgcych do Fa lub Fp?. Jedli odpowiedz na ktorekolwiek z tych pytan brzmi ,tak”; to poja-
wiaja sie kolejne pytania: Czy mozemy oszacowaé lub ograniczyé liczbe suwow silnika zasobow
potrzebnych do wygenerowania kazdej operacyi lub stanu?, a takze: Jesli istnieje stan, kidry
jest maksymalnie zasobny (ang. mazimally resourceful) w odniesieniu do ograniczen zardwno
Alicji, jak © Boba, to jaka minimalna liczba suwdw jest potrzebna, aby go wygenerowac?. Nalezy
zauwazy¢, ze — biorgc pod uwage, iz kazdy suw trwa przez okreslony czas — w rzeczywistosci
odpowiada to badaniu optymalnej mocy silnika zasobéw. Mozna tez zapytaé¢ o odpowiednik
sprawnosci silnika: mianowicie ilekro¢ Bob otrzymuje stan od Alicji i przeksztatca go za pomoca
operacji z Fp, nieuchronnie zmniejsza zawarto$¢ zasobow stanu, jaka dysponuje ze wzgledu
na swoje ograniczenie — ale moze ja zwiekszy¢ w odniesieniu do ograniczenia Alicji. Dlatego
mozna zbada¢ optymalny kompromis: wydajnosé przeksztalcania zasobu Boba w zasob Alicji.
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Gléwna motywacja wprowadzenia i badania silnika zasobéw bylo to, ze sta-
nowi on naturalny sposéb laczenia dwoéch (lub wiecej) teorii zasobéw w duchu
niedawnych prac nad teoriami wielu zasobéw [1]. W pewnym sensie pozwala to
na badanie kompatybilnosci réznych ograniczen dotyczacych dozwolonych prze-
ksztalceri. W [R1| dopiero rozpoczynamy tego rodzaju badania, wprowadzajac po-
mysly i analizujgc przyklady, ale mamy nadzieje, ze dzieki temu bedziemy w stanie
opracowaé formalne ramy matematyczne umozliwiajace fuzje dowolnych teorii za-
sobow. Dwie potencjalne metody realizacji tego celu moga polegaé na rozszerzeniu na wiele
zasobow ramy ogolnej teorii zasobow wypuktych [2]| lub na oszacowaniu zlozonosci kanatow
kwantowych w zaleznosci od zasobow |[3].

W sekcji IT w pracy [R1] analizujemy perspektywe teorii zasobéw w standardowych
silnikach cieplnych. Alicja i Bob maja ograniczony dostep do tazni cieplnych o roznych tem-
peraturach « i 8 (8 < ). Zatem F4 i Fp sa w tym przypadku zbiorami operacji termicznych
z odwrotnymi temperaturami, a odpowiadajace im zbiory stanéw swobodnych sa zbiorami
jednopunktowymi Fy = {v} i Fp = {T'}, takimi ze

e bk r e BEk
b Yoy e ’ i e B

gdzie {E;}; jest rodzing poziomoéw energetycznych ukladu. Najpierw podajemy pelny opis
przyktadu elementarnego uktadu dwupoziomowego. Nastepnie — dla silnika atermicznego z do-
wolnymi uktadami d-wymiarowymi — szacujemy dolng i gérna granice zbioru Fp sta-
noéw osiggalnych (zob. wniosek 2 i twierdzenie 5 w pracy [R1]). Na koniec natomiast pokazu-
jemy, ze zbioér F'4p stanéw swobodnych powstaly w wyniku potaczenia dwoch teorii
zasobow z zakresu termodynamiki — jednej o skoriczonej temperaturze 5, a drugiej
o nieskonczonej temperaturze a — jest rowny pelnemu sympleksowi prawdopodo-
bieristwa. Ponadto zbieznosé do pelnego sympleksu (wraz z rosnaca liczba suwow)
jest wykladnicza.

Sekcja IIT poswiecona jest koncepcji unitarnych silnikéw koherencyjnych (ang. unitary
coherence engines). Przyjmijmy, ze na Alicje 1 Boba natozono ograniczenie, w mysl ktorego
moga wykonywac jedynie operacje unitarne diagonalne w swoich ustalonych bazach, tak wiec
koherencja wzgledem tych baz jest dla nich zasobem. Zbiory stanéw swobodnych okresla sie
prezez:

Fa={l)},, Fp={U)}l,,

gdzie U jest ustalona macierza unitarng nad ciatem C opisujaca wzajemne polozenie dwoch
baz wzgledem siebie. Zbiory F4 i Fp operacji swobodnych sktadaja sie zatem z macierzy uni-
tarnych diagonalnych w wyr6znionych bazach. Ponownie zaczynamy od badania najprostszego
przypadku uktadu dwupoziomowego. Odwotujac sie do prac [4, 5, 6] dotyczacych generowa-
nia grupy obrotéw, zauwazamy, ze Alicja i Bob mogg wygenerowa¢ dowolng macierz unitarng
rzedu 2 za pomoca silnika zasobéw, i ze potrzebuja do tego minimalnie [7/a|+1 suwow tego
silnika. Podobnie — moga wygenerowa¢ dowolny stan kwantowy, co z kolei wymaga [7/2a] +1
suwow silnika zasobéw. Nastepnie przechodzimy do ogédlnego przypadku uktadu o d poziomach
i omawiamy warunki, ktére zapewniaja, ze Alicja i Bob beda w stanie wygenero-
waé kazda operacje unitarna — tj. takie, ze woéwczas F4p bedzie pelnym zbiorem
operacji unitarnych. Mianowicie w twierdzeniu 9 w [R1] dowodzimy, ze jesli dla macierzy
U, pojawiajacej sie w definicji zbioru Fp, istnieje taka stata M € (0,00), ze odpowiadajaca
jej macierz (PL Py )M, gdzie Py = [pij]g,jzl oraz

o 0 fOI"LLl'j:O
pij = 1 foruij;é() ’
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ma wszystkie elementy rézne od zera, to dowolna macierz unitarna moze byé przedstawiona
jako iloczyn macierzy unitarnych z F4 i z Fg. W dowodzie odwotujemy sie do wynikéw do-
tyczacych podgrup grupy unitarnej, ktore zawieraja grupe macierzy diagonalnych (por. [7]).
Pozniej, w propozycjach 11 i 12, analizujemy liczbe N suwéw silnika, potrzebna do
uzyskania wszystkich tych operacji, przedstawiajac zaréwno dolne, jak i goérne
ograniczenia dla N. Na koniec omawiamy problem wykorzystania silnika zasobéw do wy-
tworzenia stanu, ktory jest jednoczesnie maksymalnie zasobny zarowno dla Alicji, jak i dla
Boba (por. sekcja IIT E).

Podsumowujac, zauwazmy, ze wprowadzenie do teorii zasobéw kwantowych pojecia sil-
nika zasoboéw inspirowanego podejsciem termodynamicznym moze zapewni¢ jednolite ramy
do badania pozornie niezwiazanych ze soba probleméw z zakresu informacji kwantowej. Nasz
— dos¢ prosty — przykitad unitarnych silnikéw koherencyjnych mozna bezposrednio powiazaé
z problemem kompilacji uniwersalnych uktadéw kwantowych poprzez kontrole hamiltonianéw
(zob. np. [8, 9, 10]). Wyniki dotyczace silnikéw mozna wiec stosowaé¢ do optymalizacji kontroli
kwantowej i kompilacji uktadéw. Co wiecej, w podobny sposéb mozna spojrze¢ na problem po-
legajacy na wykonaniu dowolnej liniowej transformacji optycznej [11, 12]: np. ograniczenie dla
Alicji moze zaktadaé¢ uzywanie tylko masek fazowych (ang. phase masks), podczas gdy Bob
moze uzywaé tylko transformaty Fouriera lub dzielnika wiazki (ang. beam splitter). Wiece]
przyktadow podajemy w sekcji IV w [R1].

Wyniki dotyczace wzmacniania losowosci

Losowosé jest fundamentalnym pojeciem, majacym liczne implikacje dla wielu dziedzin — od
bezpieczenistwa nowoczesnych systeméw danych, przez fundamentalne prawa przyrody, az po
filozofie nauki. Losowo$¢ jest uwazana za certyfikowana (ang. certified), jesli opisuje zdarzenia,
ktorych przeciwnik zewnetrzny nie moze z gory okredlié. Tradycyjne generatory liczb losowych
opieraja sie na fizyce klasycznej, ktora jest deterministyczna. Dlatego tez nie mozemy uznad
losowosci generowanej przez te urzadzenia za wiarygodna — przynajmniej bez dodatkowych
zaltozen lub przestanek.

W zwigzku z tym informatycy rozwazaja stabsze zadanie, jakim jest wzmacnianie loso-
wodci (ang. randomness amplification). W ujeciu ogolnym pomyst polega na wykorzystaniu
danych wejéciowych pochodzacych ze zrédta czesciowo losowego — choé potencjalnie moze byé
ono niemal deterministyczne — w celu uzyskania ,w pelni losowych” bitow wyjsciowych (gdzie
przez ,w pelni losowe” rozumiemy bity generowane niezaleznie od siebie z rozktadem jedno-
stajnym). W klasycznej teorii informacji wzmacnianie losowosci z pojedynczego stabego zrodia
(tj. nie ,w pelni losowego”) jest niemozliwe (zob. [13]) — jednak staje sie mozliwe, jesli przyj-
mujemy zasade braku sygnalizacji i stosujemy korelacje zaczerpniete z mechaniki kwantowej
(zob. [14]). Takie korelacje sg operacyjnie ujawniane poprzez naruszenie nieréwnosci Bella.

Jako model stabego zrédta losowosci do wzmacniania rozwazamy Zrodto e-SV (nazwane
tak na czes¢ M. Santhy i U. Vaziraniego [13]), gdzie € jest parametrem wskazujacym, jak daleko
jestesmy od ,petnej losowosci”. Zrodto e-SV jest okreslone przez rozktad prawdopodobienstwa

P na ciagach bitéw, taki ze
(0.5 —¢) < P(¢1 =z1le) < (0.5+¢), (26)
(0.5 =€) S P(piv1 = zit1fp1 = 21,..., 0 = x5,¢) < (0.5 +¢)

dla kazdego ¢ > 11 wszystkich z1,...,2;41 € {0,1}, gdzie e jest dowolna zmienna losowa opi-
sujaca stan wiedzy przeciwnika przed wygenerowaniem pierwszego bitu. Zauwazmy, ze kiedy
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e = 0, bity sg ,w pelni losowe”, podczas gdy dla e = 0.5 bity sg generowane w sposéb deter-
ministyczny.

Przez dtugi czas nie byto jasne, czy wzmacnianie losowosci znajdzie rzeczywiste zastosowa-
nie, poniewaz istniejace wczeéniej protokoty takiego wzmacniania albo nie tolerowaly szumu
(ang. noise), albo wymagaly uzycia nieskoriczonej liczby urzadzen.

W artykule [Q3| prezentujemy protokél odporny na szum i wykorzystujacy
tylko skoticzong liczbe urzadzeri do wzmacniania dowolnie stabego zZrédla losowo-
$ci tak, ze stanie sie ono Zrédlem generujacym bity niemal ,.w pelni losowe”, ktore
sa odporne na dzialanie przeciwnika respektujacego jedynie zasade braku sygna-
lizacji. Poprawnos$é protokolu mozna ocenié¢ poprzez naruszenie nieré6wnosci Bella
(ang. the Bell inequality violation), przy czym stopieni naruszenia okresla prég to-
lerancji na zaklécenia. W dowodach taczymy wyniki z klasycznej teorii ekstraktorow (por.
[15, 16, 17]), niedawno odkryte podejscie do twierdzenia de Finettiego wywiedzione z teorii
informacji [18] oraz nieréwnosé¢ Azumy-Hoeffdinga [19].

Nasz artykul [Q3] byt cytowany 37 razy i stal sie inspiracja dla kilku istotnych osiagniec.
Na przyktad autorzy pracy [20], opierajac sie gtéwnie na naszych pomystach przedstawionych
w |Q3] oraz tych zawartych w [21], opracowali niedawno kompleksowy i praktyczny protokot
wzmacniania losowosci i prywatnodci oparty na testach Bella. Co wazne, przetestowali oni ten
protokdé! na réznych komputerach kwantowych, mimo ze nie byly one specjalnie przystosowane
do tego celu. To podejécie (czesciowo niezalezne od urzadzenia; ang. semi-device-independent)
pozwolito na generowanie niemal ,w petni losowych” i ,prywatnych” (tj. niezaleznych od osob
trzecich) liczb na wspotczesnych komputerach kwantowych.

Natomiast z praktycznego punktu widzenia istotne jest pytanie, czy mozna wy-
generowaé kryptograficznie bezpieczne bity losowe, jesli zachodza minimalne wa-
runki niezbedne do wykonania tego zadania. Inaczej: czy mozemy to osiagnaé,
wykorzystujac tylko dwa komponenty niesygnalizujace, i w sytuacji, w ktorej na-
ruszenie nieré6wnosci Bella gwarantuje jedynie, ze niektére dane wyjsciowe z urza-
dzenia dla okreslonych wejsé wykazuja losowo$é. OdpowiedZ na to pytanie brzmi
»tak” i znajduje sie w artykule [Q2]. Precyzyjniej mowiac, w [Q2] prezentujemy pro-
tokot (niezalezny od urzadzenia, ang. device-independent) do wzmacniania losowosci zrodet
e-3V, korzystajac z urzadzenia sktadajacego sie z dwoch komponentéw niesygnalizujacych.
Wykazujemy, ze ten protokét jest w stanie wzmacniaé¢ dowolne Zrédto, ktére nie jest w pelni
deterministyczne, tak, ze staje sie ono zrodlem, ktére jest ,w pelni losowe”, a jednoczesnie
— tolerowa¢ staly poziom szumu, i dowodzimy, ze procedura ta jest bezpieczna wobec ataku
ogblnych przeciwnikéw niesygnalizujacych. Nasza gléwna innowacja jest przedstawienie do-
wodu, ze nawet czesciowa losowos¢ potwierdzana przez dwuosobowy test Bella (jedna para
wejscie-wyjscie (u*,x*), dla ktorej prawdopodobieristwo warunkowe P(x*|u*) jest oddzielone
od 1 dla wszystkich strategii niesygnalizujacych, ktore optymalnie naruszaja nieréwnosé Bella)
moze zostaé¢ wykorzystana do wzmacniania. Wprowadzamy metodologie czedciowej procedury
tomograficznej na podstawie statystyk empirycznych uzyskanych w tescie Bella, co zapewnia,
ze dane wyjsciowe stanowig liniowe zrodlo losowosci o minimalnej entropii (ang. a linear min-
entropy source of randomness).

W [Q1] koncentrujemy si¢ na kwestii mozliwosci wzmacniania losowosci zrodel za po-
mocy urzadzen od nich zaleznych (mamy $wiadomosé, ze w praktyce trudno zapewnié cal-
kowitg niezaleznosé¢ urzadzenia od zrédla). Zamiast wymagac, aby zrodlo i urzadzenie byly
niezalezne, ograniczamy korelacje miedzy nimi jedynie za pomoca jednego warunku, ktéry
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nazywamy warunkiem SV dla pudel (szczegoly mozna znalezé w sekcji IV B w [Q1]).
Dowodzimy bezpieczenstwa zaproponowanego protokolu (zob. sekcja VII i rysu-
nek 6 w [Q1]) przeciwko pewnej klasie atakéw wykorzystujacych korelacje miedzy
Zzréodlem a urzadzeniem (przy zalozeniu, ze przeciwnik przestrzega zasady niesy-
gnalizowania). Precyzyjniej mowiac — dowodzimy, ze najbardziej ztosliwe korelacje (miedzy
zrodltem a urzadzeniem) sa niedozwolone ze wzgledu na zaltozenie, ze zrédto e-SV pozostaje
zrodtem e-SV nawet po uzyskaniu danych wejsciowych i wyjsciowych z pudel. Dlatego wzmac-
nianie losowosci nadal jest mozliwe. Nasza nowa metoda dowodu pozwala zatem analizowaé
atak, w ktérym przeciwnik wysyta uczciwym stronom te pudta, ktore sa dostosowane doktad-
nie do ich ustawieri pomiarowych, a takze do zastosowanej funkcji haszujacej (ang. hashing
function). Zagrozenia wynikajace z takich atakow omawiamy na konkretnym przykltadzie w
sekeji IIT w [Q1].

Zauwazmy tutaj, ze inni rowniez probowali ostabié¢ zatozenie niezaleznosci. W pracy [22]
podejécie to jest przedstawione w formalizmie kwantowym, podczas gdy w pracy [23], ktora
zostata ogloszona poOzniej niz pierwsza wersja naszego artykutu, takze dowiedziono (w po-
dobnym duchu) bezpieczenstwa wobec ataku przeciwnikow niesygnalizujacych, jednak przy
uzyciu wiekszej liczby urzadzen. Nasze podejscie rozni sie od zaproponowanego w [22] i [23].
Uwazamy, ze wyniki uzyskane w ramach artykutu [Q1]| rzucaja nowe $wiatto na badania nad
wzmacnianiem losowosci i — ze wzgledu na klarownos¢ zalozen — sa réwniez istotne dla bardziej
ogoblnego zadania uzyskiwania bezpiecznych bitéw klucza w kryptografii.
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6 Informacja o wykazywaniu sie istotng aktywnos$ciag naukowg
realizowang w wiecej niz jednej uczelni, instytucji naukowej,
w szczegllnosci zagranicznej

Instytut Matematyki Uniwersytetu Slaskiego w Katowicach
(stale zatrudnienie)

W pazdzierniku 2016 r. podjetam zatrudnienie w Instytucie Matematyki Uniwersytetu
Slaskiego w Katowicach (IM US), gdzie do dzisiaj pracuje na stanowisku adiunkta (pracow-
nik naukowo-dydaktyczny) i prowadze badania dotyczace asymptotyki i wlasnosci ergodycz-
nych pewnych markowowskich uktadéw dynamicznych (zob. np. prace [H2]-[H5| lub [E2]-[E4]).

Potwierdzeniem dobrej rozpoznawalnosci mojej dzialalnosci naukowej w kraju i za granica
sa zaproszenia do wygloszenia referatéw i wyktadéw podczas licznych konferencji, m.in.:

e miedzynarodowej konferencji Mathematical Modeling with Measures: Where Ap-
plications, Probability and Determinism Meet (Lejda, 3-7.12.2018, referat wy-
gloszony na zaproszenie pt. Useful wversions of limit theorems for certain non-
stationary Markov chains),

e XVII Konferencji z Probabilistyki (Bedlewo, 22-26.05.2023, wyklad plenarny pt.
Centralne twierdzenie graniczne dla proceséw Markowa wyktadniczo ergodycznych w nor-
mie Forteta—Mouriera),

a takze podczas seminariow Instytutu Matematyki Polskiej Akademii Nauk (IM PAN)
w Warszawie (z Rownan Rézniczkowych Czgstkowych w dniu 15.04.2019 i Proceséw Stocha-
stycznych w dniu 28.03.2023). Lacznie wyglosilam referaty na dziesieciu miedzyna-
rodowych konferencjach matematycznych, w tym na Bernoulli-IMS 10th World
Congress in Probability and Statistics (Seoul, 19-23.07.2021).

W okresie 2.03.2020-31.05.2021 mialam przerwe w dzialalnosci naukowej — najpierw
spowodowang niezdolnoscia do pracy, a nastepnie urlopami: macierzytiskim i rodzicielskim.

W dniach 1.10.2021-30.06.2023 przebywatam na urlopie bezptatnym w US w Katowicach
(w tym czasie bylam zaangazowana w realizacje projektow badawczych w Instytucie Informa-
tyki Teoretycznej i Stosowanej Polskiej Akademii Nauk w Gliwicach).

Instytut Informatyki Teoretycznej i Stosowanej Polskiej Akademii Nauk
(staz podoktorski)

We wrzesniu 2019 r. zostalam zaproszona przez prof. dr. hab. Zbigniewa Puchate, lidera grupy
Quantum Machine Learning w projekcie Komputery kwantowe w najblizszej przyszto-
Sci: wyzwania, optymalne implementacje i zastosowania praktyczne (numer grantu:
POIR.04.04.00-00-17C1/18-00, TEAM-NET, Fundacja na Rzecz Nauki Polskiej), do wspol-
realizacji tego projektu. W grudniu 2019 r. podjetam dodatkowe zatrudnienie (na pot etatu)
w Instytucie Informatyki Teoretycznej i Stosowanej Polskiej Akademii Nauk (IITiS
PAN) w Gliwicach.

W okresie, kiedy przebywatam na urlopie bezptatnym w US w Katowicach, zwiekszono moj
wymiar czasu pracy w projekcie TEAM-NET do pelnego etatu i dodatkowo zatrudniono mnie
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w projekcie dr. hab. Barttomieja Gardasa zatytutowanym Symulacje uktadow fizycznych za po-
mocq technologii wyzarzania niedalekiej przysztosci (numer grantu: 2020/38/E/ST3/00269,
Sonata BIS 10, Narodowe Centrum Nauki).

W tym czasie szczegllnie zainteresowatam sie teoria zasobéw kwantowych i nawiazatam
wspolprace z dr. hab. Kamilem Korzekwa z Wydzialu Fizyki, Astronomii i Informatyki
Stosowanej Uniwersytetu Jagielloniskiego. Efektem tej wspoélpracy jest wspolny arty-
kut [R1], ktory promowatam juz na miedzynarodowych konferencjach

e Quantum Resources: from Mathematical Foundations to Operational Characterisation
(Singapur, 5-8.12.2022),

e Near Term Quantum Computing 2020(+3) (Warszawa, 22-24.03.2023)

e oraz 14TH KCIK-ICTQT Symposium on Quantum Information (Sopot, 18-20.05.2023,
referat wygloszony na zaproszenie).

Nasze pomysty zostaly entuzjastycznie przyjete przez uczestnikow tych konferencji.

Instytut Matematyki Uniwersytetu w Lejdzie
(dlugoterminowa wspoélpraca miedzynarodowa i staze zagraniczne)

W dniach 09-14.12.2013 i 15-19.12.2014 odbylam swoje pierwsze wyjazdy studyjne do Holandii
do Instytutu Matematyki Uniwersytetu w Lejdzie (MI LU), dzi¢ki ktorym nawiazatam
intensywnag wspolprace naukows z dr. Sandrem C. Hille. Wspélne badania zaowocowaty publi-
kacjami [D1] i [D2], a takze kolejnymi zaproszeniami do MI LU. W terminach 18.06-18.07.2017
oraz 30.01-01.03.2018 zrealizowalam dwa miesieczne staze, z ktorych drugi zostat sfinanso-
wany ze Stypendium Wyjazdowego przyznanego mi w ramach programu START FNP 2017.
Kolejne, juz krotsze, wizyty w MI LU zrealizowatam w dniach 2-18.12.2018 i 3-12.02.2019 —
w ramach realizacji odpowiednio projektu Miniatura NCN i Matego Grantu Rektora Uniwer-
sytetu Slaskiego w Katowicach.

Efektem wspoétpracy naukowej z dr. Sandrem C. Hille w latach 2017-2019 sa publikacje
[H3] i [E4], w ktorych dowodzimy kolejno pewnych wlasnosci miar niezmienniczych i prawa
iterowanego logarytmu dla rozwazanych proceséw Markowa kawatkami deterministycznych.

Wreszcie w okresie 31.08-30.11.2022 odbylam trzymiesieczny staz zagraniczny w MI
LU, podczas ktérego wspoélnie z dr. Sandrem C. Hille rozpoczelismy zupelnie nowy projekt,
dotyczacy badania tempa zbieznosci do rozktadu stacjonarnego w pewnych symulacjach Monte
Carlo. Do wspoéltpracy zaprosilismy réowniez dr. Jorisa Bierkensa z Uniwersytetu Technicz-
nego w Delft, ktérego poznatam podczas minisympozjow organizowanych w czasie mojego
pobytu w Lejdzie. Badania sg kontynuowane do dzié.

Instytut Fizyki Teoretycznej i Astrofizyki Uniwersytetu Gdanskiego,
Krajowe Centrum Informatyki Kwantowej w Gdansku (staz podoktorski)

W pazdzierniku 2013 r., jeszcze jako doktorantka, rozpoczetam prace jako asystent (pracownik
naukowy) w Instytucie Fizyki Teoretycznej i Astrofizyki Uniwersytetu Gdanskiego
(IFTiA UG), skad zostalam oddelegowana do pracy w Krajowym Centrum Informatyki
Kwantowej w Gdansku (KCIK), gdzie pod kierunkiem prof. dr. hab. Michata Horodeckiego
realizowalam europejski grant Randomness and Quantum Entanglement (akronim
RAQUEL, numer projektu 323970, Siédmy Program Ramowy Unii Europejskiej). Po ukor-
czeniu studiow doktoranckich i uzyskaniu stopnia naukowego doktora (w lipcu 2015 r.) konty-
nuowalam zatrudnienie w IFTiA UG (oraz KCIK), juz jako adiunkt, do konica wrzesnia 2016 r.
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W tym okresie zajmowatam sie problemem generacji losowoéci, istotnym m.in. z punktu wi-
dzenia kryptografii. Efektem moich badan sa trzy publikacje: [Q1]-[Q3].

Udzial w projekcie Randomness and Quantum Entanglement umozliwil mi prace w mie-
dzynarodowym i interdyscyplinarnym zespole, sktadajacym sie z fizykéw, matematykow i in-
formatykow. W latach 2013-2015 wykonawcy projektu, tj. pracownicy Uniwersytetu Masaryka
w Brnie, Politechniki Federalnej w Zurychu, Wolnego Uniwersytetu w Berlinie, Uniwersytetu
Autonomicznego w Barcelonie, Uniwersytetu Lotewskiego i Uniwersytetu Gdariskiego, spoty-
kali sie co roku na konferencjach RAQUEL Scientific Meeting, organizowanych kolejno
w Brnie, Barcelonie oraz Sopocie (ostatnia konferencje organizowalam wspolnie z dr.
Piotrem Cwiklinskim), prezentujac swoje wyniki i prowadzac dyskusje na temat otwartych
probleméw badawczych.

W tym okresie miatam réwniez mozliwos¢ odby¢ szereg wizyt naukowych (zaréwno krajo-
wych, jak i zagranicznych), m.in. do Instytu Fizyki Uniwersytetu Adama Mickiewicza
w Poznaniu (w dniach 12-16.05.2014 i 8-11.09.2014, w celu wspotpracy z prof. dr. hab.
Andrzejem Grudka, ktorej efektem sa prace [Q1] i [Q3]) czy Instytutu Fizyki Teoretycznej
Politechniki Federalnej w Zurychu (w dniach 6-12.12.2015, w celu konsultacji nauko-
wej z prof. dr. Renato Rennerem i jego grupa badawcza, dotyczacej pracy [Ql]), a takze
wzigé udzial w licznych miedzynarodowych konferencjach, m.in. w Sydney, Barcelonie, Seefeld,
Waszyngtonie czy Berlinie, podczas ktérych promowatam swoje wyniki.

Przygotowujac publikacje [Q1]-|Q3], nawiazatam wspoélprace naukowa z prof. Fernandem
G.S.L. Brandéo z Kalifornijskiego Instytutu Technicznego (Caltech) (pracujacym wcze-
$niej w Microsoft oraz Kolegium Uniwersyteckim w Londynie).

Pod koniec stazu podoktorskiego w KCIK w Gdarisku zostatam wyrézniona zaproszeniem
do wygtoszenia referatu pt. Towards realistic randomness amplification podczas Symposium
KCIK (Sopot, 22-24.05.2016). Do zaprezentowania wynikow z cyklu prac [Q1]-[Q3] zosta-
tam réwniez zaproszona przez komitet programowy 44. Zjazdu Fizykéw Polskich
(Wroctaw, 10-15.09.2017), a takze przez prowadzacych seminarium Chaos i Informacja Kwan-
towa Zaktadu Optyki Kwantowej Uniwersytetu Jagielloriskiego (Krakow, 13.11.2017), i wresz-
cie — przez organizatorow konferencji Quantum Foundations and Beyond (Sopot, 8-9.12.2017).

W 2017 r. otrzymalam zagraniczne stypendium od Instytutu Henriego Poincaré
(IHP) w Paryzu, dzieki czemu mogtam wzia¢ udzial w programie zatytutowanym 73-2017
Analysis in Quantum Information Theory, realizowanym wlasnie w THP (stypendium pozwolito
mi odbyé miesieczna wizyte studyjna do Paryza w dniach 19.11-17.12.2017; w tym czasie
bralam udzial w wyktadach i dyskusjach naukowych, a takze prezentowalam swoje wyniki
podczas Main Conference Quantum Information Theory, IHP Trimester).

Instytut Matematyki Uniwersytetu Gdanskiego (studia doktoranckie)

Srodowiskowe Studia Doktoranckie z Matematyki i Informatyki w Instytucie Matematyki
Uniwersytetu Gdarnskiego rozpoczetam w pazdzierniku 2011 r., a ukoriczytam w lipcu
2015 r. W tym okresie moje zainteresowania byly skupione wokél analizy losowego uktadu
dynamicznego, wykorzystywanego m.in. do opisu procesu podziatu komorki (zob. [D1]-[D3]).
Swoje wyniki promowatam, wygtaszajac referaty, m.in. na miedzynarodowych konferencjach
CNRS-PAN Mathematics Summer Institute w Krakowie w 2013 i 2015 r.
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Osiggniecia dydaktyczne

Prowadzenie wykladéw i éwiczen

W roku akademickim 2021/2022 prowadzitam w trybie online wykltad Probability and
statistics (w jezyku angielskim) dla studentéw studiéw magisterskich (na kierunku
Quantum Information Technology) w Uniwersytecie Gdariskim.

Od pazdziernika 2016 r. do lutego 2020 r. prowadzitam liczne wyklady i éwiczenia na
Wydziale Nauk Scistych i Technicznych Uniwersytetu Slaskiego w Katowicach
(zgodnie z obowiazujacym mnie pensum 210 godzin zaje¢ dydaktycznych rocznie), m.in.
Wstep do rachunku prawdopodobieristwa, Rachunek prawdopodobienistwa, Elementy sta-
tystyki, Podstawy metod probabilistycznych 1 statystyki, Wstep do informatyks, a takze
Warsztaty problemowe, Seminaria dyplomowe czy Pracownie magisterskg.

W roku akademickim 2015/2016 prowadzitam wyktady Stochastyczne réwnania réznicz-
kowe 1 Zastosowania proceséw semi-markowskich dla studentéw matematyki w Katedrze
Rachunku Prawdopodobienistwa i Biomatematyki na Wydziale Fizyki Techniczne]
i Matematyki Stosowanej Politechniki Gdanskiej.

Opieka nad studentami

Promotorka prac magisterskich obronionych w 2019 r. (Pauliny Lewandowskiej —
praca pt. Norma bazowa w problemie rozrézniania pomiarow kwantowych oraz Ryszarda
Kukulskiego — praca pt. Pewne asymptotyczne wtasnosci operatoréw Markowa, obroniona
z wyrdznieniem).

Promotorka prac licencjackich obronionych w 2019 r. (Pauliny Gamrat, Malgorzaty
Kubickiej i Natalii Czerniszew) oraz w 2017 r. (Agaty Dytkowskiej, Katarzyny Chmury,
Ryszarda Kukulskiego i Agaty Malisz).

Osiagniecia organizacyjne

Wspolorganizacja (wraz z prof. dr hab. Katarzyna Horbacz i dr. Dawidem Czapla) dwoch
edycji Mikrokonferencji z proceséw stochastycznych (Katowice, 6-7.06.2023 oraz
20-22.06.2022).

Czlonkostwo w Radzie Naukowej Instytutu Matematyki w Uniwersytecie Slaskim
w Katowicach w roku akademickim 2020,/2021 oraz 2021,/2022.

Czlonkostwo w Radzie Dydaktycznej Kierunku Matematyka na Wydziale Nauk
Scistych i Technicznych Uniwersytetu Slaskiego w Katowicach w roku akademickim
2019,/2020.

Wspolprowadzenie (wraz z dr. Pawlem Mazurkiem) strony internetowej Krajowego
Centrum Informatyki Kwantowej w Gdansku w latach 2015-2016.

Wspolorganizacja (wraz z dr. Piotrem Cwikliniskim) miedzynarodowej konferencji
3rd RAQUEL scientific meeting (Sopot, 8-9.10.2015).
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Osiagniecia popularyzujace nauke

Przygotowanie i prowadzenie dwoch edycji Ogélnopolskiego Sejmiku Matematykoéw
(Szczyrk, 6-9.06.2019 i 14-17.06.2018).

Wrygtoszenie referatu pt. Co to jest losowosé i czy mozna jg wzmacniaé? podczas
XIT Swieta Liczby Pi, tj. wydarzenia popularyzatorskiego organizowanego co roku
na Wydziale Nauk Scistych i Technicznych Uniwersytetu Slaskiego w Katowicach
(Katowice, 14.08.2018).

Prowadzenie warsztatéw dla mtodziezy licealnej i gimnazjalnej w ramach cyklu spo-
tkann akademickich, bedacego elementem programu Zdolni z Pomorza, tworzonego
we wspotpracy Fundacji Rozwoju Uniwersytetu Gdariskiego i Uniwersytetu Gdanskiego,
w latach 2012 i 2013.

Zdobycie 1T nagrody w konkursie Bajka Matematyczna, organizowanym przez
Instytut Matematyki Uniwersytetu Gdanskiego i Fundacje Wspoélnoty Gdariska w 2011 r.,
za bajke pt. Przyjaciele z Gdariska.

Prowadzenie imprezy festiwalowej pt. What mathematics has to do with love? podczas
VIII Baltyckiego Festiwalu Nauki (Gdarisk, Sopot, 27.05.2010).

8 Inne informacje, dotyczace kariery zawodowej

Wybrane stypendia i nagrody

2018

Nagroda Indywidualna Rektora III Stopnia za dziatalno$¢ naukowo-badawcza,
przyznana przez JM Rektora Uniwersytetu Slaskiego w Katowicach.

2017

Stypendium START przyznawane przez Fundacje na rzecz Nauki Polskiej naj-
lepszym mtodym badaczom ponizej 30 r.z. reprezentujacym wszystkie dziedziny
nauki.

Stypendium im. Barbary Skargi przyznawane przez Fundacje na rzecz Nauki
Polskiej osobie, ktérej ,badania wyrézniaja sie odwaznym przekraczaniem granic po-
miedzy réznymi dziedzinami nauki, otwieraja nowe perspektywy badawcze i tworza
nowe wartosci w nauce” (cyt. za oficjalna strona www FNP).

Stypendium wyjazdowe START przyznawane przez Fundacje na rzecz Nauki
Polskiej wybranym laureatom programu START, umozliwiajace czterotygodniowy
staz naukowy w wybranym przez stypendyste osrodku badawczym — w moim przy-
padku w Instytucie Matematyki Uniwersytetu w Lejdzie w Holandii.

Zagraniczne stypendium Instytutu Henriego Poincaré w Paryzu, umoz-
liwiajace udzial w programie T3-2017 Analysis in Quantum Information Theory
(IHP Trimester).

59



Kierowanie projektami badawczymi

2018-2019

Modelowanie matematyczne z wykorzystaniem rachunku na miarach
(grant MINIATURA Narodowego Centrum Nauki
o numerze 2018/02/X/ST1/01518).

Wtasnosci i zastosowania pewnych losowych markowowskich uktadéw dynamicznych
(MALY GRANT finansowany ze $rodkéw JM Rektora Uniwersytetu Slaskiego
w Katowicach w ramach programu wspierajacego inicjatywy grantowe i zwiekszaja-
cego mozliwosci i szanse pracownikéw Uniwersytetu Slaskiego w Katowicach na po-
zyskanie projektow w konkursach zewnetrznych).
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