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Wstep

Ciagly rozwoj wielu dziatéw matematyki znaczgco wpltywa na uzyskiwanie nowych
wynikow teorii rownan rézniczkowych, zaréwno zwyczajnych jak i czastkowych. Wtasnie
to wzajemne przenikanie sie wielu dzialéw matematyki wyzszej, czyni je tak atrakcyjna
dziedzing do prowadzenia badan. Pomimo szybkiego rozwoju oraz uzyskiwanych nowych
wynikéw, teoria réwnan rozniczkowych ciagle dostarcza nowych probleméw otwartych.
W ponizszej pracy chciatbym zaprezentowaé¢ nowe wyniki dotyczace jakosciowej analizy
rownan rozniczkowych zwigzanych z teorig nieliniowych drgan.

Prace Henri Poincare’a z przetomu XIX i XX wieku dotyczace badan nad ruchem okre-
sowym przyczynity sie do rozwoju teorii nieliniowych drgain. W swojej pracy [36] Poincare
przedstawit strukture rozwigzan réwnan roézniczkowych w przestrzeni fazowej na dwu-
wymiarowym torusie. Miato to wptyw na dalsze badania dotyczace struktury krzywych
catkowych na m-wymiarowym torusie. Rownie duzy wplyw na rozwoj badan dotyczacych
nieliniowych drgan miat Aleksandr Lapunow. Jego prace zwiazane z zachowaniem roz-
wiazan réwnan rézniczkowych w otoczeniach punktéw réwnowagi [22] staty sie podstawa
wspotcezesnej teorii stabilnosci. Lapunow wprowadzil uniwersalng metode badania stabil-
nosci rozwigzan wykorzystujaca funkcje Lapunowa, ktéra mozna wykorzysta¢ w badaniu
ukladéw autonomicznych oraz nieautonomicznych [30].

Zmaczacy wplyw na rozwdj teorii uktadow dynamicznych miaty prace N. M. Krylowa
oraz N. N. Bogolubowa [4, 5, 6] z lat 30-tych i 40-tych XX wieku. W pracach tych autorzy
wprowadzili asymptotyczng metode przyblizen, zwang metoda Krylowa-Bogolubowa, kto-
ra jest stosowana do badania drgan uktadow nieliniowych. Wprowadzone zostalo pojecie
inwariantnej, toroidalnej rozmaitosci nazywanej zwykle torusem. W latach 60-tych w wy-
niku intensywnych badan nad nieliniowymi uktadami réwnan rézniczkowych powstata
teoria quasi-okresowych drgan [10]. Badania nad nimi prowadzili m.in. Yu. A. Mitro-
polski, N. N. Bogolubow, A. M. Samoilenko. Pokazaly one, ze drgania te bardzo tatwo
przechodza w drgania okresowe nawet przy nieznacznych zaburzeniach uktadu. Sprawito
to, ze zaczeto poszukiwaé nowych obiektéw badan teorii drgan nieliniowych, ktore bytyby
mniej wrazliwe na zaburzenia. Obiektem takim stal sie zbiér minimalny. Obecnie najlepiej
poznane sg zbiory toroidalne. Praca N. N. Bogolubowa i N. M. Krytowa [7] dotyczaca ana-
lizy inwariantnych, toroidalnych rozmaitosci dla uktadoéw nieliniowych, przyczynita si¢ do
wprowadzenia przez Yu. A. Mitropolskiego metody catkowych rozmaito$ci w nieliniowe;j

mechanice.



Prace w tym kierunku kontynuowali m.in.: S. Diliberto, D. Chiejt, E. A. Griebennikow,
J. A. Rabiow, O. B. Lykowa oraz Yu. A. Mitropolski. Istotnym okazalo si¢ twierdzenie
Kotmogorowa-Arnolda-Mosera (twierdzenie KAM) dotyczace zachowan quasi-okresowych
rozwiazan ukladow hamiltonowskich [1, 2, 16, 17, 27]. Wazna byta takze praca K. O. Fri-
drichsa [14] dotyczaca badan symetrycznych, dodatnio okre§lonych, liniowych uktadéw
rownan rézniczkowych o okresowych rozwigzaniach oraz liniowych rozszerzeniach tych
uktadéw. Niezaleznie od metody catkowych rozmaitosci, J. Moser stosujac metode ite-
racyjna [28] do nieliniowych uogdlnien dodatnio-symetrycznych ukladéw otrzymal nowe
wyniki o zachowaniu inwariantnego torusa przy zaburzeniach.

Przelomowymi okazaly sie prace A. M. Samoilenki z 1970 roku [37, 38|, ktére za-
poczatkowaly nowe badania nad teorig zaburzen i stabilnosci inwariantnych rozmaitosci
liniowego rozszerzenia uktadu dynamicznego na m-wymiarowym torusie. Wprowadzona
zostata funkcja Greena-Samojlenki Go(T,¢) zadania o inwariantnym torusie liniowego

rozszerzenia uktadu dynamicznego postaci:

= ale). (0.0.0.1)
@ = Alp)z + fp),

gdziex € R", ¢ € Ty, a(p) = (a1(p), az(p), . . ., am(p)) to funkcja wektorowa 2m-okresowa
wzgledem kazdej zmiennej spelniajaca warunek Lipschitza, A(y) jest macierza kwadra-
towg stopnia n-tego, ktorej elementami sa funkcje ciggle, 2m-okresowe wzgledem kazdej
zmiennej. Wprowadzenie funkeji Greena-Samojlenki Go(7, ¢) umozliwito zapisanie inwa-

riantnego torusa uktadu (0.0.0.1) w postaci catkowej:

r=u(p) = [ Golr,9)f(er())dr.

Dzigki zastosowaniu metod iteracyjnych mozna byto wyznaczy¢ warunki istnienia torusa
uktadu nieliniowego:
{ T =alp.x),
4% = Alp,x)z + f(p),

gdzie funkcja f(¢) odpowiada malym zaburzeniom. Szczegdlnie waznymi w tych bada-
niach okazaly sie prace A. M. Samoilenki oraz V. L. Kulyka [18, 19]. Odpowiedz na
pytanie dotyczace warunkow istnienia funkcji Greena-Samojlenki okazata sie niezwykle

trudnym zadaniem. W pracy V. L. Kulyk [20] udowodnit istnienie jedynej funkeji Greena-

L 0
Samojlenki dla uktadéw, w ktorych iloczyn macierzy JA(p), gdzie J = ( 0 1 )1’

1], jest n x n-wymiarows macierza jednostkows



jest dodatnio okreslony. Podana zostata takze jej struktura oraz wykazano, ze zamiana
zmiennych © = L(p)y w uktadzie (0.0.0.1) moze doprowadzi¢ go do postaci blokowo-
diagonalnej:

@ = aly),

ay [ Bile) 0 - (0.0.0.2)
dt_( 0 BQ(SO)>?J+J£(§0)-

Prace B. F. Bylowa, R.E Winogarda [8] oraz J. S. Bogdanowa [3] pokazaly, ze uklad
(0.0.0.1) nie zawsze moze zosta¢ sprowadzony do postaci (0.0.0.2). Przyczynilo sie to
do poszukiwania ogélniejszych warunkow istnienia funkcji Greena-Samojlenki. Jak sie
okazalo warunkiem koniecznym i wystarczajacym [18] istnienia funkcji Greena-Samojlenki
uktadu (0.0.0.1) jest istnienie uogélnionej funkcji Lapunowa o zmiennym znaku w postaci
formy kwadratowej:

V(p,z) = (S(p)x,x), detS(p) #0, (0.0.0.3)

ktorej pochodna wzdtuz rozwigzan uktadu:

{ﬁ:a@% (0.0.0.4)
@ = Alp)z,

dt

jest dodatnio okreslona:

V= ([S(p) + AT(0)S() + S(9)Al)] 2, 3) > |12l

Macierz S(p) formy kwadratowej (0.0.0.3) jest symetryczna i niezdegenerowana. W od-
roznieniu od funkcji Lapunowa spotykanej w badaniu stabilnosci rozwigzan w otoczeniu
punktéw réwnowagi, forma kwadratowa (0.0.0.3) moze zmieniaé znak. Niezwykle pomocny
w badaniach wtasnosci uktadu (0.0.0.4) jest uktad do niego sprzezony wzgledem zmiennej

normalnej:

{%ffﬁ@w (0.0.0.5)
dt :

Okazuje sie, ze jesli dla uktadu sprzezonego (0.0.0.5) istnieje forma kwadratowa:

W(e,y) = (S(e)y.y),

ktorej pochodna wzdtuz jego rozwigzan jest dodatnio okreslona:

W = ([50) - 40)5(0) = 5() 47| w.5) > Il

to uktad (0.0.0.4) bedzie posiada¢ funkcje Greena-Samojlenki. W przypadku gdy macierz



symetryczna S(p) bedzie niezdegenerowana dla dowolnego ¢, to funkcja ta bedzie jedyna.
Natomiast gdy macierz bedzie zdegenerowana dla pewnego g, woéwczas uktad (0.0.0.4)
bedzie posiada¢ nieskoniczenie wiele réznych funkcji Greena-Samojlenki. Warto zwrocié
uwage na jeszcze jeden fakt a mianowicie, ze istnienie jedynej funkcji Greena-Samojlenki
jest scisle zwigzane z wlasnoscia wyktadniczej dychotomii uktadu liniowego rownan réoz-
niczkowych:

T = A(p(t, ¢o))x. (0.0.0.6)

Otrzymujemy stad, ze badania prowadzone dla uktadu (0.0.0.6) moga podpowiadaé jakie
rezultaty uzyska sie podczas badan uktadu (0.0.0.4) i odwrotnie. Przyktadowo w pracy
A. N. Kulyk, V. L. Kulyk [21] wykazane zostalo, ze gdy uktad (0.0.0.6) jest wyktadniczo-
dychotomiczny tylko na pélosiach R*, R™, to stosujac zamiane zmiennych Lapunowa moze
on zosta¢ uproszczony do postaci blokowo-trojkatnej. Postaé ta pozwala uzyskaé¢ warunki
konieczne i dostateczne do istnienia ograniczonego na calej osi R rozwigzania uktadu

niejednorodnego:
i = A(p(t, o))z + f(1),

dla kazdej funkcji f ciaglej i ograniczonej na calej osi R. Szybki rozwdj teorii zwigzanej
z badaniem inwariantnych rozmaitosci przyczynit sie do wprowadzenia pojecia funkcji
Greena takze dla uktadéw postaci (0.0.0.6), dzigki czemu mozna badaé istnienie ograni-

czonych rozwiazan.



Cele pracy

Celami pracy byty opracowanie nowych metod doboru uogélnionej funkeji Lapunowa
w postaci formy kwadratowej dla pewnych klas liniowych rozszerzen uktadéw dynamicz-
nych na torusie, a takze uzyskanie metod dotaczenia stabo regularnych uktadow liniowych
do uktadéw regularnych.

Rozdzial pierwszy dotyczy liniowych rozszerzen uktadéw dynamicznych na torusie.
Rozpoczyna si¢ od wprowadzenia teoretycznego, w ktérym przedstawione zostaty najwaz-
niejsze definicje oraz wiadomosci potrzebne do zrozumienia uzyskanych wynikéw. Wstep
teoretyczny zawiera takze przyktady utatwiajace zrozumienie materiatu. W drugiej czesci
rozdziatu przedstawione zostaly wyniki prac, podczas ktérych udato si¢ wydzieli¢ pewne
klasy uktadéw regularnych, dla ktorych zaprezentowane zostaly metody doboru uogdl-
nionej funkcji Lapunowa w postaci formy kwadratowej. Podczas badan udato si¢ znalezé
uktady rownan rézniczkowych zachowujace regularno$é¢ przy dowolnych zaburzeniach fa-
zowych. Wydzielone zostaty takze klasy uktadéw regularnych o zdegenerowanych macier-
zach wspotczynnikow.

Rozdziat drugi poswiecony jest zagadnieniu dotgczenia uktadéw stabo regularnych
do uktadow regularnych. Rozpoczyna si¢ od wprowadzenia teoretycznego, ktore zawiera
liczne przyktady ukazujace rézne podejscia do badania regularnosci uktadéw liniowych.
W drugiej czesci rozdziatu przedstawione zostaty wyniki, jakie udato si¢ uzyska¢ w bada-
niach nad dotgczeniem stabo regularnych uktadéw liniowych do uktadéw regularnych.

W rozdziale trzecim zaprezentowane zostato w jaki sposéb mozna zastosowaé teori¢
regularnosci w badaniach nad istnieniem okresowych rozwigzan pewnych klas nieréwnosci

rozniczkowych.
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Liniowe rozszerzenia ukltadow

dynamicznych na torusie

Ponizsza praca dotyczy badan, ktore najprezniej rozwijane sg przez matematykow
ukrainskich. Wtagnie dlatego w celu unikniecia nieporozumien zwiazanych z terminologia
warto nadmieni¢, ze zostata ona zaczerpnieta z ukrainskojezycznej literatury. Wystepuja-
ce w tekscie pojecia pochodza od takich matematykéw jak m.in. Anatoly Samoilenko czy
Jurij Mitropolski.

W pierwszym rozdziale chciatbym przedstawi¢ wyniki jakie udato sie uzyskaé¢ dla linio-
wych rozszerzen uktadéw dynamicznych na torusie. Rozdziat rozpoczniemy od przedsta-
wienia podstaw teoretycznych potrzebnych do zrozumienia czesci dotyczacej uzyskanych

rezultatow.

1.1. Podstawowe pojecia teorii liniowych rozszerzen uktadéw
dynamicznych na torusie

Niech dany bedzie uktad rownan rézniczkowych:

% = a(p),
1.1.0.1
{ %= A(‘P)‘/LV ( )

gdzie v € R", p € T,,,}, a(yp) jest ciggly, 2m-okresowy wzgledem kazdej zmiennej funk-

cja wektorowa? oraz A(yp) to macierz kwadratowa stopnia n-tego, ktérej elementami sa
funkcje ciggte, 2m-okresowe wzgledem kazdej zmiennej®. W dalszej czesci pracy powyzsze
informacje dotyczace funkcji a(yp) oraz macierzy A(p) zapisywaé bedziemy nastepujaco
a(p) € C%T,), A(p) € C°(Ty,). Uktad postaci (1.1.0.1) nazywany jest liniowym roz-
szerzeniem ukladu dynamicznego na torusie. O funkcji a(p) zaktadamy dodatkowo,

ze spelnia warunek Lipschitza co gwarantuje, ze zagadnienie Cauchy’ego:

90|t:0 = ¥o,

{ & = ale), (1.1.0.2)

T, oznacza m-wymiarowego torusa.

2Funkcja postaci a(p) = (a1(p), a2(9), - . ., am(@)).
3A(p) = [aij(¢)],i,j =1,2,...,n, gdzie kazda z funkcji a;; jest funkcja skalarna.
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posiada doktadnie jedno rozwigzanie przy kazdej wartosci g € T),, ktére bedziemy ozna-
czaé ¢ = (o). Poczynione zalozenia gwarantuja, ze rozwiazanie ¢ = ;(pg) okreslone
jest na catej osi rzeczywistej R. W dalszej czesci pracy w rozwigzaniu tym pomijaé¢ be-
dziemy dolny indeks 0, tzn. bedziemy pisaé¢ ¢;(¢), aby forma zapisu byla czytelniejsza.
Rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego (1.1.0.2) zalezy w sposob ciagly od wartosci poczat-

kowej ¢ a takze spetnia rownanie:

Ptdty (@) - 9015(90151 (90))7 Vt, l € R, VSO € T

Warto w tym miejscu podac oznaczenia, ktore najczesdciej pojawiaja sie w ponizszej pracy:
- C°(T,,) oznacza przestrzen funkcji ciaglych okreglonych na m-wymiarowym torusie,

- CY(T;,) oznacza podprzestrzen przestrzeni C°(T,,) zlozong z funkcji rézniczkowal-

nych w sposob ciagly okreslonych na m-wymiarowym torusie,

- CLip(Ty) oznacza podprzestrzen przestrzeni C°(T,,) ztozona z funkeji spetniajacych

warunek Lipschitza,

- C'(T,,, a) oznacza podprzestrzen przestrzeni C°(T),) ztozona z funkeji F (), ktérych
superpozycja F'(p;(p)) z rozwiazaniem zagadnienia Cauchy’ego (1.1.0.2) jest funkcja

rozniczkowalng w sposob ciggtly, jako funkcja zmiennej niezaleznej t oraz:

g d

= —(Fled@))li=o,  Flp) € C(Tn),

F(p)

- (z,y) = ¥ x;y; oznacza iloczyn skalarny w R”,
i=1

- ||z]| = y/{z, x) oznacza norme wektora w R™,

- Al = ﬁa}% ||Az|| oznacza norme operatorowa macierzy kwadratowej A,
z||=

- (14l = max (),

- QL (p) oznacza macierz fundamentalng uktadu liniowego:

W Ao (1103)

taka, ze QL (p)|i=, = I,, gdzie I, jest n-wymiarowa macierza jednostkows.

Istotne jest przypomnienie najwazniejszych, z naszego punktu widzenia, wtasnosci macie-
rzy fundamentalnej Qf (¢) uktadu (1.1.0.3). Macierz QL (y) jest 2m-okresowa ze wzgledu

na kazdg zmienng ¢;, j = 1,2,... m a takze spelnia nastepujace tozsamosci:
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QL (p:(p)) = AX2 (),
QL(p) - L(p) = Qh(p).

Razem z uktadem (1.1.0.1) rozpatrywany bedzie niejednorodny uktad réwnan rézniczko-

wych postaci:
{ = ol9) (1.1.0.4)
gdzie f(p) € C°(Ti).

Definicja 1.1.1. Bedziemy méwié, ze uklad (1.1.0.4) posiada inwariantnego torusa wy-
2ZNaczoneqo rownosciy:

r = u(yp), (1.1.0.5)

jezeli funkcja u(p) € C' (T, a) oraz spetniona jest toisamoscé:

u(p) = A(p) - u(e) + fe), (1.1.0.6)

dla kazdego ¢ € T),.
Zakladajac, ze u(p) € C*(T,,) mamy:

u(p) = f} agf;j) ~a;(p),

co oznacza, ze inwariantny torus (1.1.0.5) jest 2w-okresowym rozwigzaniem uktadu réwnan

rozniczkowych o pochodnych czastkowych:

3 O aio) = Alohute) + £

Przyktad 1.1.1. Rozpatrzmy uklad réwnan rézniczkowych:

de _

do _
i = cos2e, (1.1.0.7)
% = —2(sin2¢) .

Uktad (1.1.0.7) posiada nieskonczenie wiele inwariantnych toruséw, ktére mozemy zapisac
w postaci:

r=u(p) =Acos2p, IER.

Rzeczywiscie, obliczajgc pochodng mamy:

() = —2Asin2¢p - Cf;: = —2sin2p - Acos2p = A(p)u(p).
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Widzimy, ze warunek (1.1.0.6) spelniony jest dla kazdej wartosci ¢ € Tj.

Definicja 1.1.2. Jezeli istnieje n X n-wymiarowa macierz C(p) € C%T,,) taka, ze dla

funkcji Go(T, ) postaci:

Q%) C (- (), <0,
Go(T. ) = { g(‘P) (er()) ! (1.1.0.8)
QT((P) [C(QDT(SD)) - In] , T > Oa
spelnione jest oszacowanie:
1Go(r, @)l < Ke ™', (1.1.0.9)

gdzie K.~ sq dodatnimi stalymi, wowczas funkcje (1.1.0.8) nazywamy funkcjg Greena-
Samaojlenki uktadu (1.1.0.1).

Istnienie funkcji Greena-Samojlenki (1.1.0.8) sprawia, ze uktad niejednorodny (1.1.0.4)
posiada inwariantnego torusa dla kazdej ustalonej funkcji f(¢) € C°(T,,). Inwariantny

torus mozemy zapisa¢ w postaci catkowej:

v =u(p) = [ Go(r,9)f(p-(e))dr. (1.1.0.10)

W celu sprawdzenia, ze tak faktycznie jest zapiszmy ztozenie:

ulei() = ] Go(r o) f(er(erle)dr = ] Gilr+t.9)f(praal))dr =

= ] Gur.0)f(e:(¢))dr,

gdzie:
QL ()C (- () T < t,

’ (1.1.0.11)
(o) [Clor(p) = L], 7>t

Gi(T, ) = {

Zapisujac © = u(py(p)) w postaci:

u(e9) = | LoD (el + T2 Ol (0)) = L] F i (@)

mozemy stwierdzi¢, ze funkcja x = u(pi(p)) jest rozwigzaniem uktadu réwnan rézniczko-
wych:
dx
o = Az + fleulp)).
Réwnosci te pokazuja, ze (1.1.0.10) jest inwariantnym torusem uktadu (1.1.0.4).
Uwaga 1.1.1. Funkcje (1.1.0.11) nazywamy funkcjq Greena zadania o ograniczonych

rozwigzaniach uktadu % = A(pi(@))x dla kazdej ustalonej wartosci ¢ € T,,.
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Istnienie funkeji Greena-Samojlenki (1.1.0.8) dla uktadu (1.1.0.1) pozwala stwierdzi¢, ze

uktad niejednorodny:

CZ — Algi())x + F(B), (1.1.0.12)

przy dowolnej, ustalonej funkcji f(¢) ciaglej i ograniczonej na osi R posiada ograniczone

na calej osi R rozwiazanie:
r=x(e) = [ Gilr,p)f(r)dr.

Z zaleznosci wiazacej istnienie funkcji Greena-Samojlenki uktadu (1.1.0.1) oraz istnienie

ograniczonego na catej osi R rozwiazania ukladu (1.1.0.12) wynika wniosek.

Whiosek 1.1.1. Jezeli uklad (1.1.0.12) przy pewnej ustalonej funkcji f(t) cigglej i ograni-
czonej na catej 0si R nie posiada ograniczonego rozwigzania dla pewnej wartosci pg € 1)y,
to uktad (1.1.0.1) nie posiada funkcji Greena-Samoglenki (1.1.0.8).

7 wniosku 1.1.1 wynika nastepujacy fakt.

Fakt 1.1.1. Jezeli istnieje wartos¢ gy € T, dla ktorej a(pg) = 0 oraz A(pg) = 0, wéwczas
uktad (1.1.0.1) nie bedzie posiadaé Zadnej funkcji Greena-Samoglenks.

Przyktad 1.1.2. Przeanalizuymy uktad réwnan rozniczkowych:

dt

dr — (sin 2022¢)x.

22 — cos 2021
{ cosEnee, (1.1.0.13)

Zauwazmy, ze dla g = 5 prawe strony powyzszego ukiadu przyjmujq wartosci zerowe, co

oznacza, ze uktad (1.1.0.13) nie posiada Zadnej funkcji Greena-Samojlenksi.

Przyktad 1.1.3. Rozpatrzmy uktad rownan rézniczkowych:

Lo — f1 (1, 2, p3) cOS o1,

dd% = fa(ip1, P2, p3) sin o,

dc% = f3(¢1, P2, p3) cos o3 + sin? 2 €OS 21,

% = (Asin 2, + fa(p1, P2, @3) cos 3p1) 21 + (f5(@1, P2, p3) sin s cos 1) 2,
G = (fo(w1, 92, 03) cos Tpa sin ) 21 + (f1(p1, 2, 3) sin 3 cos 5ipy ) 22,

(1.1.0.14)
gdzie A € R, funkcje fi(¢1, 92, ¢3) € CLip(T3), dla j = 1,2,3,4,5,6,7 oraz x1,x2 € R.

™

Przyjmujgc o = (5,0,5) widzimy, Ze prawe strony powyziszego uktadu zerujq sig, co

oznacza, ze uklad (1.1.0.14) nie posiada zZadnej funkcji Greena-Samojlenki.

Przy wyznaczaniu funkcji Greena-Samojlenki pomocna okazuje si¢ uwaga.
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Uwaga 1.1.2. Rozpatrzmy funkcje postaci:

QL(p)C (), t>0,
Go(0,7) = f((’o) () (1.1.0.15)
QO(QO) [C((:D) - In] ) < 0,
dla ktorej spelnione jest oszacowanie:
1G4 (0, 7)|| < Ke ™, (1.1.0.16)

gdzie K,y to stale dodatnie. Spelnienie oszacowania (1.1.0.9) dla funkcji Greena-Samoglenki
(1.1.0.8) jest réwnowazne spetnieniu oszacowania (1.1.0.16) dla funkcji pomocniczej (1.1.0.15).

Zauwazmy, ze w funkcji pomocniczej (1.1.0.15) nie wystepuje superpozycja macierzy C(p)
z rozwiazaniem zagadnienia Cauchy’ego (1.1.0.2), tzn. C'(¢(¢)), co jest duzym udogod-

nieniem podczas wyznaczania postaci funkcji Greena-Samojlenki.

Przyktad 1.1.4. Niech dany jest uktad rownan réozniczkowych:

o _ ¢ 9
{ ar — SILEP (1.1.0.17)

e — (2cos2¢)x.

Sprobugmy wyznaczyé dla niego funkcje Greena-Samojlenki. Rozwigzania zagadnienia Cau-
chy’ego:

Z—f = sin 2¢p,

W’t:o = o,

oznaczymy przez pi(po). Oczywiscie dla po = “—2’“, k € Z, otrzymujemy rozwigzania sta-

cjonarne:
T
@t(@) = §k7 k€ Z.
Niech teraz pg # %k, k € 7Z, wowczas:
Y =dt — 92— =2dt — In|tgp| =2+ C — tgpi(po) = tgpo - €,

sin 2¢p sin ¢ cos ¢

skqd dostajemy:

pilipo) = arctg (tg o - ) dia o€ (~3.0)U(0.7).
0i(po) = arctg (tgpo - e2) + 7 dla ¢ € (g,w) U <7r, 37”) ,
oi(po) = arctg (tg o - €2) + 2 dla g € (37”, 27r) U (27?, %’T) ,
itd.
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Najwygodniej jednak zapisac rozwigzanie w postaci vwiklanej:

k
tg i) = tepo- €™, wo# 5 k€L
Dokonajmy teraz przeksztalcenia wyrazenia cos 2p(vo) gdy @o # ”7’“ dla k € Z:

_ cos® pi(po)=sin® i(po) _ 1—tg? pi(po)
T cos? pt(po)tsin? gi(wo) T 1+tg2 wi(po)
e~2t cos? pg—e?t sin® pg

e=2t cos2 pg+e2t sin? g !

cos 24 (o) = cos® (o) — sin® (o)

sin2 g _

_ 1—e*t tg2 oo _ cos? po—e
1+edt tg2 g cos2 po+-et sin? oo

oraz gdy po = %’“, ke Z:

<7T]{Z> 1, k parzyste,
cos2p | — | =
2 —1, k nueparzyste.

Rownanie rézniczkowe:
dx

o = 2c0s201(0) -

dzieki powyzszym przeksztalceniom moze zostac zapisane w postaci:

dx e~2 cos? ¢y — €% sin? @
-z

dt — “e~2tcos? gy + €2 sin? @
Wyznaczmy teraz funkcje QL (po):

—22 52 cpofezz sin? ©0

t
2[°
e—2% cos2 <p0+e2z sin2 ©0 t

Qt (900) —e r _ efln (6_22 cos? po+e2? sin? ¢0)|T _
-
—27 2 27T 2
e cos® ppte sin“ ¢g _ . .
6ln e 27 cosZ pote2lsin? gy — © 27 cos? po+e?7 sin? pg _ 62(1577—) cos? po+sin? poet”
e—2t cos? pp+e2t sin? g cos? po+sin? poedt

W celu wyznaczenia C(p) skorzystamy z funkcji pomocniczej (1.1.0.15) gdzie w warunku

(1.1.0.16) przyjmiemy v = 2:

2t _
o oremton |Clpo)| S Ke™™, £ >0,

2
oo [C(po) — 1| < Ke, ¢ <0,

1 po przeksztatceniach uzyskujemy:

e2t

C(po)| < Ke2eosgotsin® gt _ j¢ (e‘4t cos? pp + sin? gpo) . t>0, (1.10.18)
[Clpo) — 1| < K€2tm82§%t% =K (COS2 @0 + sin® gpoe‘“) , 1<0. o

Przechodzge w pierwszej nieréwnodci (1.1.0.18) z t do 400 a w drugiej nieréwnosci

(1.1.0.18) zt do —c0 otrzymujemy:
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{ |C(p0)| < K (Sin2 @0) :
|Cpo) — 1| < K (cos” ¢p) .

Wynika stqd, ze za C (@) mozemy przyjeé sin® . Funkcja Greena-Samojlenki uktadu (1.1.0.17)

ma wowczas postac:

e 2 <0082 ¢ + sin? gpe‘”) sin? (¢, (), 7 <0,
e T (0082 @ + sin? goe‘”) [sinQ(g@T(gp)) — 1} , T>0,

GO(T’ 90) = {

co po uwzglednieniu:

e sin? ¢ cos?

sin(pr(p)) =1 = -

sin® (- (¢)) =

cos? o + sin2pett’ cos? p + sin2pet’

daje ostatecznie:
e sin? , T <0,

2

Go(T,p) = {

Przyktad 1.1.5. Rozpatrzmy uktad rownan réozniczkowych:

—e ¥ cos®p, T>0.

dp _ 1
{ e (1.1.0.19)

‘fl—f = (Ao + A cosp) x,

gdzie Ao, \1 € R. Okazuje sig, ze w przypadku gdy \g # 0, uktad (1.1.0.19) posiada jedyng
funkcje Greena-Samojlenki w postaci:

e dla Ny >0,

0, T <0,
_6—>\07——)\1 sin (74)+A\1 singa’ > 0’

GO(T> 90) = {

gdzie C(p) =0,
e dla Mg <0,

e—)\or—)q sin (74+¢)+A1 Singp’ < O,

Go(T,p) =
o(7:¢) {o, >0,
gdzie C(p) = 1.

Natomiast gdy A\g = 0, uktad nie posiada Zadnej funkcji Greena-Samojlenki. Przekonamy

sie o tym rozwazajgc rownanie rozniczkowe:

d
d—f = (A cos(t+ )z + 1, (1.1.0.20)
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ktorego rozwigzanie ogolne ma postac:
¢
x(t) — Ce)q sin (t+¢) T /efz\l(sin (T4+¢)—sin (t+<p))d7_.
0

Zauwazmy, ze réownanie (1.1.0.20) nie posiada ograniczonego rozwigzania a zatem uktad

wyjsciowy nie posiada funkcji Greena-Samojlenk:.

Badania dotyczace warunkéw istnienia funkcji Greena-Samojlenki dla uktadu (1.1.0.1)

przyczynity sie do wprowadzenia nastepujacej terminologii.

Definicja 1.1.3. Uklad (1.1.0.1) nazywamy reqularnym, jezeli istnieje dla niego dokladnie
jedna funkcja Greena-Samoglenki spetniajgca warunek (1.1.0.9).

Uktad (1.1.0.1) nazywamy stabo reqularnym, jezeli istnieje dla niego co najmniej jedna
funkcja Greena-Samojlenki spetniajgca warunek (1.1.0.9).

Uktad (1.1.0.1) nazywamy ostro-stabo reqularnym, jezeli istnieje dla niego nieskornczenie

wiele funkcji Greena-Samojlenki spetniajgcych warunek (1.1.0.9).

Dla uktadu (1.1.0.1) zachodza zatem trzy mozliwosci. Nie posiada on zadnej funkcji
Greena-Samojlenki, posiada doktadnie jedng funkcje Greena-Samojlenki, albo posiada ich
nieskonczenie wiele. Istnienie nieskonczenie wielu funkcji Greena-Samojlenki wynika z te-
go, ze jezeli poza funkcja (1.1.0.8) uktad (1.1.0.1) posiada inna funkcje Greena-Samojlenki:

GO(W):{ 2Ae)C(e <>> <0,

go[C’ n}, T >0,

dla ktorej spelnione jest oszacowanie (1.1.0.9), wéwczas réznica tych funkcji:

Go(7, %) — Go(T,0) = Q) [Clie-(9)) = Cle(9))] = D(7, ),

takze bedzie spetiala oszacowanie (1.1.0.9) tylko z innymi stalymi K, ~. Okazuje sie, ze
funkcja postaci Go(7, ) +AD(T1, ¢), gdzie A € R, takze bedzie funkcja Greena-Samojlenki
uktadu (1.1.0.1).

Uwaga 1.1.3. Jezeli uklad (1.1.0.1) jest reqularny, wowczas macierz C(p) spetnia toz-
samosci:

C*(p) =C(p), Clelp)) = A(P)C () (0). (1.1.0.21)

W przypadku gdy uktad (1.1.0.1) jest ostro-stabo regularny, wtedy Zadna z tozsamosci
(1.1.0.21) nie jest spetniona.
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Razem z uktadem (1.1.0.1) rozpatrywany jest takze uklad do niego sprzezony wzgle-

dem zmiennej normalnej:

{ Eﬂf = ale). (1.1.0.22)
@ =—AT(p)y.

Zachodza nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 1.1.1. (/23]). Niech uklad (1.1.0.1) posiada dokladnie jedng funkcje Greena-

Samojlenki (1.1.0.8), wéwczas istniejg macierze S(p) € C'(T,,, a) spetniajgce nieréuwnosé:

([8(0) + 5(2)Aw) + AT ()8 (¢)] ,2) > o],

przy czym macierze te sqg nieosobliwe, tzn.:
det S(p) #0, Ve € T,.

Pewne macierze S(p) mozna zapisaé w postaci:

S(p) = fo [ (0)(Cp) — L))" - Hpu(0)) - [ () (Clp) — L,)]dt+

—00

~ T - Hiple) - 9(2)C )t

gdzie:
H(p)=H"(p) € C"(Tyn), (H(p)z,x) > 2|z

Twierdzenie 1.1.2. (/23]). Niech ukiad (1.1.0.1) posiada funkcje Greena-Samojlenki
(1.1.0.8) spetniajgcq warunek (1.1.0.9), wowczas istnieje n X n-wymiarowa macierz sy-

metryczna S(p) € C'(T,,,a) dla ktérej zachodzi nieréwnosé:

([50) - 3(0)47(0) - A@S@)] w9) < —Il’, WyeR", (11023

przy czym, jezeli funkcja Greena-Samojlenki jest jedyna, to dla kazdej takiej macierzy
S(p) mamy:
det S(p) #0, Vo € T,. (1.1.0.24)

Warto zauwazy¢, ze lewa strona nieréwnosci (1.1.0.23) jest pochodna formy kwadratowe;:

V(ey) = (S(e)y.y) (1.1.0.25)

wzdtuz rozwiazan uktadu sprzezonego (1.1.0.22).

Twierdzenie 1.1.3. (/23]). Niech istniejg macierze S(¢),S(¢) € C'(T,,,a) spetniajgce
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warunki:
([S(p) + 5(p)Al0) + AT(2)S(p)] 7, 7)

>
([50) =347 () - A5 w.5) > Il

WOWCZas:
det S(p) #0, detS(p)#0, V€T,

Wynika z tego, Ze uklady (1.1.0.1) oraz (1.1.0.22) sq reqularne.

Twierdzenie 1.1.4. (/23]). Niech istnieje n X n-wymiarowa macierz symetryczna S(p) €
C' (T, a) dla ktérej zachodzi nieréunosé (1.1.0.23), wéwczas istnieje funkcja Greena-
Samojlenki (1.1.0.8) spetniajgca oszacowanie (1.1.0.9). Jezeli dodatkowo spetniony jest
warunek (1.1.0.24), to funkcja Greena-Samoglenki bedzie jedyna.

Rozpatrujac przypadek, gdy det S(¢) # 0 dla dowolnego ¢ € T,,, poprzez zamiane zmien-
nych y = S~'(p) oraz tozsamosé¢ S~ (¢) = —S~(p)S(¢)S~!(¢) mozna zapisaé nastepu-

jace twierdzenie:

Twierdzenie 1.1.5. ([23]). Jezeli istnieje forma kwadratowa:
Vip,z) = (S(p)z,2), (1.1.0.26)

gdzie S(p) € C/(Tm,a) jest nieosobliwg macierzqg symetryczng, ktorej pochodna wzdtuz

rozwigzan ukladu réwnan (1.1.0.1) jest dodatnio okreslona, tzn. spetnia nieréwnosé:
V= ([S(0) + S(9)A(p) + AT(9)S(0)| w,2) > |l]*, ¥z € R,

wowezas uktad (1.1.0.1) bedzie reqularny.

Uwaga 1.1.4. W praktyce forma kwadratowa (1.1.0.25) jest dobierana w taki sposdéb, aby

jej pochodna wzdtuz rozwigzan ukladu sprzezonego (1.1.0.22) byla dodatnio okreslona:

([30) = 5(0)47(0) - A)5(0) | w.9) > I, vy e R

Uwaga 1.1.5. W przypadku, gdy macierz S(¢) w formie kwadratowej (1.1.0.25) jest
nieosobliwa, wéwczas uklady (1.1.0.1) oraz (1.1.0.22) sq regularne. Jezeli det S(wp) = 0
dla pewnego pog € Ty, to uklad (1.1.0.1) jest ostro-stabo regqularny a ukiad sprzezony
(1.1.0.22) nie posiada Zadnej funkcji Greena-Samojlenks.

Uwaga 1.1.6. Pomiedzy macierzami S() a S(p) w formach kwadratowych (1.1.0.26)
oraz (1.1.0.25) zachodzi nastepujgca relacja:
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Uwaga 1.1.7. Formy kwadratowe o ktorych mowa w powyzszych twierdzeniach przyje-
to nazywaé uogdlnionymi funkcjami Lapunowa. W dalszej czeSci pracy czesto zamiennie
bedziemy uzywacé nazw funkcja Lapunowa w postaci formy kwadratowej lub funkcja Lapu-

nowa.

Przyktad 1.1.6. Wriéémy raz jeszcze do uktadu (1.1.0.17):

dr — (2cos 2p).

dp __ o3
{ T = sin2p,
E:

Pokazemy, ze uklad ten jest ostro-stabo regularny. Zapiszmy uklad do niego sprzezony:

W — _(2cos2¢)y.

de _ ¢in 92
{ ar = 52 (1.1.0.27)
dt

Niech funkcja Lapunowa (w tym wypadku funkcja skalarna) ma postac:

Vig,y) = —(2cos20)y’.

Obliczajgce jej pochodng wzdtuz rozwigzan ukladu sprzezZonego dostajemy:

V= 2(—(2c082¢))y? + (—(2cos2¢))2y %Y = (4sin 2¢psin 20)y>+
+2y(—2cos2p)(—2cos2¢)y = (4 sin? ¢ + 8 cos? go) y: >yt

Widzimy zatem, Ze uktad (1.1.0.17) posiada nieskoriczenie wiele funkcji Greena-Samojlenksi.
Dodatkowq informacjq jest to, Ze uklad sprzezony (1.1.0.27) nie posiada Zadnej funkcji

Greena-Samojlenki.

Przyktad 1.1.7. Rozpatrzmy uktad rownan rézniczkowych:

d
T =a(p),

1 = (=3 + cos )z + [In(1 + arctg?(1 + sin® ¢))]zs, (1.1.0.28)

L2 — [In(1 + arctg?(1 + sin® ))]z1 + (5 + 4sin )z,

gdzie a(p) € CrLi,(Th). Wybierzmy funkcje Lapunowa w postaci formy kwadratowey:
V(p,x) = —22 + 22, (1.1.0.29)
oraz obliczmy jej pochodng wzdtuz rozwigzan uktadu (1.1.0.28):

V = 22,7 + 22905 = (6 4 cos p)x? + (10 + Ssin )zl > 2(2? + 22) = 2|z
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Pochodna formy kwadratowej (1.1.0.29) o nieosobliwej, symetrycznej macierzy:

-1
S:( 0)’
0 1

jest dodatnio okreslona, co oznacza, ze uklad (1.1.0.28) jest reqularny.

Zwiazek pomiedzy funkcjami Greena-Samojlenki uktadu (1.1.0.1) oraz uktadu do niego

sprzezonego (1.1.0.22) opisuje nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.1.6. (/21]). Niech uklad (1.1.0.1) ma jedyng funkcje Greena-Samojlenki
(1.1.0.8). Wtedy uktad do niego sprzezony takie ma jedyng funkcje Greena-Samojlenki
Go(T, ), ktéra jest zwigzana z funkcjq (1.1.0.8) réwnoscig:

é0(7_7 90) = —Gz(O, 90)7

gdzie:
QL (p)C (), T >0,
G.(0.0) = 6(?)C(p)
W) [Clp) — L], 7<0.
Badanie regularnosci okazuje sie szczegdlnie proste w przypadku uktadow, w ktorych
macierz wspotczynnikéw jest macierza stata, tzn. A(¢) = A. Ma miejsce nastepujacy
fakt.

Fakt 1.1.2. W przypadku gdy macierz A(e) w ukladzie (1.1.0.1) jest macierzq stalq,
warunkiem koniecznym i wystarczajgcym reqularnosci ukladu (1.1.0.1) jest, aby wszystkie
warto$ci wlasne macierzy A mialy niezerowe czesci rzeczywiste. Wowczas funkcja Greena-

Samoglenki (1.1.0.8) ma postaé:

Gol) Ce A7, 7<0
T =
’ (C— L)e A, 7>0,

gdzie C jest macierzq rzutowania, tzn. C? = C.

Przyktad 1.1.8. Niech dany jest uktad rownan rézniczkowych:

% = a(yp),
L — 7y + 12, (1.1.0.30)
dzy — 3£U1 + X2,

dt

gdzie a(p) € CV(Ty). Macierz wspétczynnikéw powyzszego uktadu to:

1 12
A(@):A:(?) ) )
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tatwo sprawdzié, Ze wartosci wtasne macierzy A wynoszg \y = —5 oraz Ay = 7. Widac,
Ze ich cze$ci rzeczywiste sq rézne od zera, zatem uktad (1.1.0.30) na mocy faktu 1.1.2 jest

reqularny. Wyznaczmy teraz funkcje Greena-Samojlenki danego uktadu. Zapisujgc macierz

t

podstawowq et otrzymugemy:

%6—5t + %6775 Bt Tt )

(& g
1,5t 1.7t 1.5t , 1.7t
( 1 +3e” e +ge

Mozemy zatem podaé postaé jedynej funkcji Greena-Samojlenki uktadu (1.1.0.50):

L
€7 ( 2 . , 17<0,
Go(T) = 1 2 1
—7r T2
e ( 13 ) , T>0.
4 2

W wielu przypadkach badanie regularnosci moze zosta¢ znacznie utatwione poprzez

I,

wprowadzenie nowych zmiennych. Moze sie wowczas zdarzy¢, ze badany uktad zostanie
sprowadzony do postaci dla ktérej np. wiemy jaka forme kwadratowa dobra¢. W najprost-
szym przypadku zamiana zmiennej moze sprowadzi¢ badany uktad do uktadu o statych

wspOlezynnikach. Rozpatrzmy nastepujaca zamiane zmiennych w uktadzie (1.1.0.1):
r = L(p)y, (1.1.0.31)

gdzie L(p) to kwadratowa macierz stopnia n-tego, ktérej elementami sa funkcje ciagte
i 2m-okresowe na T, oraz ktorej ztozenie L(p(p)) jest rézniczkowalne w sposodb ciagly

wzgledem zmiennej t. Dodatkowo zaktadamy, ze:
det L(p) #0, Vo € T,,.

Roézniczkujac stronami (1.1.0.31) dostajemy:

b — () y+Lp) %= Ap)z,
L(@)-%ZA(w)-L(w)-y—é ©) -,
W =LY (p) - [A(0)L(p) — L(g)] v.

W ten sposéb po zamianie zmiennych uktad réwnan (1.1.0.1) przyjmuje postaé:

@ = ale), 1.1.0.32
{ bt Bloyy (1.1.0.32)
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gdzie B(p) = L7 () - {A(gp)L(gp) — L(gp)]. Macierz L(p) nazywana jest czesto macierza

Lapunowa.

Twierdzenie 1.1.7. (/21]). Jezeli uklad (1.1.0.1) ma jedyng funkcje Greena-Samojlenki
Go(T,0), to takze uklad (1.1.0.32) posiada jedyng funkcje Greena-Samojlenki Go(T, )

oraz funkcje te zwigzane sq toisamosciq:

Go(T,9) = L(p) - Go(T,90) - L (:(0)).

Jezeli uktad (1.1.0.1) ma nieskoriczenie wiele réznych funkcji Greena-Samoglenki Go(T, @),

to takze uktad (1.1.0.32) posiada nieskonczenie wiele réznych funkcji Greena-Samojlenki
é0 (7-7 90) .

Przyktad 1.1.9. Zbadajymy reqularnosé uktadu rownan rozniczkowych:

& =2

t ’

L1 — cosp-ay + (sing — 1) - a5, (1.1.0.33)
dey _

2= (sinp+1) -z —cosp - xy,

ktorego macierz wspotczynnikow ma postac:

A(gp):( Cos ¢ singp—l).

sing+1 —cosgp
Wyznacznik macierzy A(p) jest tozsamo$ciowo réwny zeru:
—cos’ p—sinp+1=0.
Dokonugjgc zamiany zmiennych:
(m):(cosfg sin £ )(yl)
x9 sin¥ —cos ¥ Yo |

otrzymamy uktad o statych wspétczynnikach:

d

=2,

% =1, (1.1.0.34)
% = — Y.

Wartosci wtasne macierzy uktadu (1.1.0.34) sq réwne 1 oraz —1. Oznacza to, Ze uklad

(1.1.0.34) jest regularny a co za tym idzie reqularny jest takze uktad (1.1.0.33).
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Funkcje Greena-Samojlenki ukladu (1.1.0.34) zapisujemy nastepujgco:

(g 0 )7 T<O’
_ e’
Go(T)—

B e” 0
— , T>0.

L() - Go(r, ) - L™ (0 (),

Na podstawie tozsamosci:

GO(Ta 90)

zapisujemy funkcje Greena-Samojlenki uktadu (1.1.0.33):

( )(0 0 )(cosvw;) sin (7 + %) ) r <0,
Go(rp) = 1 V505 —eos5 JAO e J A sin(rg) —cos(r+3)
( )(— o) (cos<f+§> sin (7 + %) ) r >0,
sin$ —cos¥ 0 0 sin(7+%) —cos(t+%)

Okazuje sie, ze istnieja przyklady ukladéw niejednorodnych (1.1.0.4) posiadajacych in-
wariantnego torusa pomimo tego, ze odpowiadajace im uktady jednorodne (1.1.0.1) nie

posiadaja funkcji Greena-Samojlenki.
Przyktad 1.1.10. Rozpatrzmy uktad rownan rézniczkowych:

dgozo
)

dt
% = wizs + fip),
% = T2+ f2(90)7

s — —wizy + f3(p),

(1.1.0.35)

gdzie wy,wy sq niezerowymi liczbami rzeczywistymi oraz fi(p), f2(9), f3(0) € C%UT,,).
Uktad (1.1.0.35) posiada inwariantnego torusa dla dowolnych funkcji fi(), fa(), f3(¢),

ktorego mozemy zapisac w postaci:
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Rozpatrujge uktad jednorodny o statych wspétczynnikach:

dp _

dt 0’

dri __ 2

7 — u)ll’g,

dt (1.1.0.36)
dry _ o

dt 27

drs __ 2

T T Wl

wiemy, zZe jezeli posiada funkcje Greena-Samojlenki, to jest ona jedyna. Wartosci wiasne
macierzy wspotczynnikow uktadu (1.1.0.36) wynoszq 1, +wiwsi , —wiwei. Korzystajgc za-

tem z faktu 1.1.2 wnioskujemy, ze uktad ten nie posiada Zadnej funkcji Greena-Samojlenk:.
Na podstawie przyktadu 1.1.10 mozemy zapisa¢ nastepujacy fakt.

Fakt 1.1.3. Istniejg uklady niejednorodne (1.1.0.4) posiadajgce inwariantnego torusa
dla kazdej funkcji f(@) € C%T,,) pomimo tego, ze odpowiadajgcy im uktad jednorodny
(1.1.0.1) nie posiada funkcji Greena-Samojlenki. Przyktadami takich uktadow sq:

d
& =Ar+ f(o),
gdzie f(p) € C°(Ty,) oraz macierz A to niezdegenerowana, stata macierz kwadratowa dla

ktorej istnieje wartos¢ wiasna o zerowej czeSci rzeczywistej. Wowczas inwariantny torus

dla kazdej funkcji f(p) bedzie mial postac:

u(p) = —A7" f(p).

Powyzszy fakt pokazuje, ze z istnienia inwariantnego torusa nie musi wynikaé istnienie

funkcji Greena-Samojlenki.

1.2. Metody doboru uogdlnionej funkcji Lapunowa dla pewnych
klas uktadéw réwnan rézniczkowych linearyzowanych w
otoczeniu wielowymiarowego torusa

Jak mozna bylo zauwazy¢ w czesci teoretycznej, bezposrednie badanie regularno-
Sci uktadéw (1.1.0.1) jest zadaniem trudnym. Wiaze sie to z faktem, ze narzedzia jakimi
dysponujemy sa bardzo ograniczone. W zwigzku z tym niezwykle wazne jest opracowanie
jakosciowych metod, ktére pomoga w uzyskaniu odpowiedzi na pytania dotyczace regu-

larnosci badanych uktadow.
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W tej czesci rozdziatu przedstawione zostana wyniki dotyczace liniowych rozszerzen
uktadow dynamicznych na torusie. Zaprezentowane zostang metody konstruowania uogél-
nionej funkcji Lapunowa dla pewnych klas uktadéw réwnan rézniczkowych. Podczas prac
udato sie uzyskaé kilka ciekawych wynikéw m.in. znalezione zostaty uktady rownan réz-
niczkowych regularne przy dowolnych zaburzeniach fazowych, uzyskano takze uktady re-
gularne o zdegenerowanych macierzach wspétezynnikow (jak w przyktadzie 1.1.9). Rezul-

taty uzyskanych badan przedstawione zostang w trzech podrozdziatach.

1.2.1. Pewne klasy ukladéw regularnych

Na poczatku rozpatrzmy uktad réwnan rézniczkowych:

dr — (cos2¢p).

do — gin
{ dt i (1.2.1.1)
dt

Pokazemy, ze uktad ten jest regularny. W tym celu wezmy funkcje:
Vip,z) =eWa?,

gdzie s(y) jest tak dobrana, aby pochodna V(p,z) wzdhiz rozwigzan uktadu (1.2.1.1)
byta dodatnio okreslona. Mamy:

V — 68(90) S(SD) .a’;2+63(¥’) .21‘.3";: es(W) . j% .Sinsp.aj2+es(90) .2. <COS2S0) .1'2 —

= e5(®) . g2 (g—; -sing + 2C082(p) =¥ . g2 (j—; -sin + 2 — 4sin? go) .
Widzimy stad, ze aby pochodna V byta dodatnio okreslona wystarczy, by speliona byta

réwnosé:

d
d;-singp—élsiHQc,p—O. (1.2.1.2)

Rozwiazujac (1.2.1.2) otrzymujemy:

S(Qp) = —4cos ¥,

co oznacza, ze dla uktadu (1.2.1.1) mozemy wybraé funkcje:

V(@» {L’) — 6_4COS<‘DZL’2.
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Dokonajmy analizy ogélniejszej postaci uktadu (1.2.1.1):

do _ g
{ ar = SHLP (1.2.1.3)

%:(0052n¢)x, n:1,2,3,....

Mozemy sie przekonaé, ze funkcja Lapunowa moze by¢ dobrana w postaci:
Vg, x) = e Pg?. (1.2.1.4)
Obliczajac pochodna funkeji (1.2.1.4) wzdtuz rozwiazan uktadu (1.2.1.3) otrzymujemy:

V — 65”1(90) . Sn(go> . x2 —+ esn(‘p) . 21’ . I e esn(so) . % . Singp . x2 —+ esn(‘p) . 2 . (COS 2”@) . xz =

= eon(®) . g2 (% -sin @ + 2 cos 2ngp> = e*n(®) . g2 (j—; -sin ¢ + 2 — 4 sin® ngo) .

Dobierajac teraz s,(¢) tak, aby:

d
—S-singo—4sin2ngp =0,
dg

otrzymamy funkcje, ktérej pochodng wzdtuz rozwiazan (1.2.1.3) jest dodatnio okreslona.

Funkcje s, (¢) mozna wybraé jako dowolna, ustalona funkcje pierwotna calki:

4sin® nyp
i) = [ R0
sin
Na podstawie powyzszego rozumowania wnioskujemy, ze uktad (1.2.1.3) jest regularny
przy kazdym n € N.

Niech dany bedzie uktad réwnan rézniczkowych:

dz

{ @ = ale), (1.2.1.5)
7 = lo(e) + pa(e)] -z,

gdzie a(p) € CLip(Tm), 1), pa(p) € C*T,) oraz x € R, ¢ € T,,,. Dodatkowo bedziemy

zaktadaé, ze réwnanie rézniczkowe o pochodnych czgstkowych:

T 0s
ZT“J(@) = (901a9027"'7(70m)7 (1216)
=1 9%

posiada 2m-okresowe wzgledem kazdej zmiennej rozwiazanie s = s(¢) = s (@1, 92, -+, ©m)-

Wowcezas ma miejsce nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.2.1. [25] Jezeli funkcja skalarna po(p) w ukladzie (1.2.1.5) spetnia nie-
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roOwnosc:
po(p) >0, Vo €T, (1.2.1.7)

oraz réwnanie (1.2.1.6) posiada rozwigzanie s = s(p) € CY(T,,), wowczas uklad (1.2.1.5)
bedzie regularny. Funkcje Lapunowa dla ukladu (1.2.1.5) mozemy dobraé w nastepujgcej
postaci:

Vip,z) =e ). g2, (1.2.1.8)

Dowdéd. Wybierzmy funkcje postaci:
Vip,z) =e 202,
Zapisujac jej pochodna wzdhuz rozwigzan uktadu (1.2.1.5) dostajemy:
V=2z-i-e 20 =22 5(p) - 720 = 222 - [15() + p(p) — 5(p)] - €72,

gdzie $(p) = f a%sjaj(gp). Poniewaz funkcja s(p) jest rozwiazaniem réwnania (1.2.1.6),
j=1

zatem otrzymujemy:
V=217 [pg(p)] e >,

Widzimy, ze pochodna funkeji (1.2.1.8) bedzie dodatnio okreslona gdy o(¢) > 0. O

Doktadniejsza analiza powyzszego dowodu pozwala wzmocnié¢ twierdzenie 1.2.1. Wzmoc-

nienie twierdzenia ujete jest w postaci nastepujacego wniosku.

Whiosek 1.2.1. [25] Nieréwnos¢ (1.2.1.7) w twierdzeniu 1.2.1 moze zostac¢ zastgpiona
nastepujgeg nierownosciq:

|,LL0(Q0)| > 07 VQO € Tm

Wowczas w przypadku gdy:
MO(@) < 07 VQO € Tm7

wystarczy przemnozyé (1.2.1.8) przez —1, aby otrzymadé funkcje, ktorej pochodna wzdluz
rozwiqzan uktadu (1.2.1.5) bedzie dodatnio okreslona. Oznacza to, Ze funkcja po(p) musi

przygmowac wartosci statego znaku.

Bardzo uzytecznym udogodnieniem w procesie poszukiwania funkcji Lapunowa okazuje

sie nastepujaca uwaga.

Uwaga 1.2.1. [25] Jezeli nie jest moZzliwe znalezienie rozwigzania s(p) = s (o1, 2, .+, ©m)

rownania (1.2.1.6) lub takie rozwigzanie nie istnieje, wowczas mozna rozpatrzeé rownanie
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rozniczkowe o pochodnych czgstkowych postaci:

o 0Os -

> 5 ai(e) = () = 1), (1.2.1.9)

j=19¥j
gdzie funkcje @ € CY(T,,) dobieramy tak, aby réwnanie (1.2.1.9) posiadalo rozwigzanie
postaci s(p) € CYTy,). W przypadku, gdy istnieje takie rozwigzanie oraz spelniona jest
Nnierownosc:

\o(@) — Fi(w)| >0, Vo €T,

uktad (1.2.1.5) bedzie regularny.

Zanim przejdziemy do uogdlnienia powyzszego twierdzenia zaprezentujemy kilka cieka-

wych przyktadow.

Przyktad 1.2.1. Niech dany bedzie uktad rownan rézniczkowych:

%‘f = (1+ecosp+eysing) ™,

o n ' (1.2.1.10)
d (MO(SO) + kzl ay cos ke + by sin kgp) x,

gdzie €1, &y sq statymi rzeczywistymi takimi, Ze €2 +¢3 < 1, ag, by € R dla dowolnej liczby
naturalnej k. Teraz zadajmy pytanie, jakie warunki powinna spetniaé funkcja po(p) €

CY(Ty), aby uklad (1.2.1.10) byl reqularny? Niech ui(p) oraz fi(yp) majg postaé:

pi() = aycos ko + by sin ke, (1.2.1.11)
k=1

a1 + b1€2

— (1.2.1.12)
1+ &1 cosp + egsinp)

=

(90)=2<

W celu skorzystania z uwagi 1.2.1 drugie réownanie uktadu (1.2.1.10) moZemy zapisac
nastepujgco:

dz

= = (@) +71(9)) + (ua () = ()] .

Sprawdimy teraz czy rownanie:

$ = () — alp),

posiada rozwigzanie s = s(p) € CY(T}). Uwzgledniajge (1.2.1.11) oraz (1.2.1.12) dostaje-

my:
c— ds dp _ ds | 1 — = _
§= de dt ~ dp 14e1cospteasing Ml(‘,@) ,u(go) -
n
— : _ aie1+bies
= Y (ag cos kg + by sin ko) e L

k=1
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W ten sposéb mamy:

1

45 — (14 ¢ cos @+ eosin @) i (p) — 5 (a1e1 4+ biga) = 1 (@) + (e1cos p + gg8in ) -

do

(a1e1 4+ biga) + (1 cos @ + eg sin ) - kX—:Z (ay, cos kg + by sin k) — % (are1 + bieg) =

= () + 3 (ar€1 + biea) cos 2¢ + 5 (arey + bies) sin 2+
+ (g1 cosp + e98in ) - VZ‘, ay (cos kyp + by sin ko) .
k=2

Jest oczywiste, zZe calka tej funkcji jest funkcjq okresowq s = so(p) oraz, zZe funkcje Ti(p)

mozna oszacowac w nastepujqcy sposob:

aje1tbies < ﬁ( ) < ai1e1+bieg gdy a1e1 + b1€2 > O,

(i) T (i-yEa)

M<ﬁ( )<M gdy aye1 + by < 0.

2(1—@) 4 2(1+\/@)

Rozwazajgc nierowno$é puo(p) — f(p) > 0, otrzymujemy warunek wystarczajgcy reqular-
nosct uktadu (1.2.1.10):

—wathes o ody  gieq 4+ bieg > 0,
2(1+\/s§+sg)
a1e1+bie

2(1—\/25-%5%)

po () >
o) gdy aje1 + bes < 0.

Rozwazajgc nieréuwnosc przeciung po(v) — () < 0, uzyskujemy kolejny warunek wystar-

czajacy reqularno$ci uktadu (1.2.1.10):

—wethes o gdy  qieq 4+ bieg > 0,

2(17‘ /s§+sg)

—madbies o gdy a6 + biey < 0.

2(1+\/8§+a§)

po(p) >

Przyktad 1.2.2. Zbadajymy regularnos¢ nastepujgcego uktadu rownan réziniczkowych:

% =1+ 2siny; + 3sin @9,

dd% =2+ 3sin; + 4sin @9,
‘C% = [uo(gpl, o) + Hsin gy + 6sin @y + 7sin® ¢ + 8sin ¢y sin @, + 9sin? (,02} x.
(1.2.1.13)
Réwnanie rézniczkowe o pochodnych czqstkowych (1.2.1.9) ma w tym wypadku postac:
Os Os

— (1 + 2siny; + 3sinpy) +

2 + 3si 4 si =
9o (2 4 3sin gy + 4sin 9)

D2 (1.2.1.14)
= 5sin; + 6sin g + 7sin? o + 8sin ¢y sin py + 9sin® o — 7i(1, 92).
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Wyznaczmy teraz funkcje:

Ti( 01, @2) = Jiy SN @1 + JIp SIN @2 + Iy, SN 01 + Tipy SiN 18I0 05 + Tigy sin® gy, (1.2.1.15)

poprzez taki dobor statych rzeczywistych iy, Ty, [i11, fyg, Bag, @by réwnanie rézniczkowe

(1.2.1.14) posiadato rozwigzanie postaci:
s = s(¢1,p2) = 81COS Y1 + S2COS g,  S1, 89 = const. (1.2.1.16)

Podstawiajgc funkcje (1.2.1.15) oraz (1.2.1.16) do réwnania (1.2.1.14) otrzymujemy na-
stepujgce warunki:

—81 =90 —[y, —28=0—7T, —251="17—7T,

! s 2 Ha ! & (1.2.1.17)

Na podstawie réwnosci (1.2.1.17) mozemy zapisaé wielomian trygonometryczny z para-

metramsi Si, Sa:

(@1, p2) = (b4 s1)singy + (6 + s9) sin s + (7 + $1) sin? 1+

(1.2.1.18)
+(8 + 351 + 3s9) sin ¢y sin @y + (9 + s2) sin? y.

Po podstawieniu wielomianu (1.2.1.18) do prawej strony réwnania (1.2.1.14) stwierdzamy,
Ze posiada ono rozwigzanie postaci (1.2.1.16). Wprowadzajgc oznaczenia sin p; = o; dla

i = 1,2, prawg strone (1.2.1.18) mozemy zapisaé nastepujgco:

O (1, p2,01,02) = (5 + s1)01 + (6 + 51)02+

: ) (1.2.1.19)
(7T+ s1)01 + (8 + 351 + 3s2)0102 + (9 + s2)073.

Oczywiste jest, Ze dla dowolnych wartosci s1, s2 € R, funkcja (1.2.1.19) posiada najwickszq

oraz najmmniejszq wartosc:

max D (1, 2,01, 02) =, (51, 52),

ol <t (1.2.1.20)
|£n|1<nl (I)(Qpla ©2,01, 02) = (D—(Sla 82)-
Przyktadowo, jezeli wybierzemy s1 = 1, sy = 0, wéwczas otrzymamy P, (1,0) = 41,
d_(1,0) = —%. Oznacza to, Ze z parametrami s;1 = 1, so = 0 spelnione sq nieréwnosci:

ﬁ(%ph 902) > _%’

(1, 2) < 41.
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Stgd wynikajq warunki wystarczajgce reqularnosci ukltadu (1.2.1.13). W tym przypadku

, , o 254
funkeja po(01, p2) powinna spetniac nieréwnosé po(e1, p2) > 1oz

Whiosek 1.2.2. Réwnosci (1.2.1.20) okazujq sie niezwykle uzyteczne przy doborze funkcji

(1.2.1.18) pozwalajgc zapisacé oszacowanie:

D_(s1,52) < Ti(p1, p2) < Py(s1,52),

z ktorego wynikajg warunki konieczne regularnosci uktadu (1.2.1.13):

po(1, p2) > —P_(s1,52) lub  po(pr1, p2) < Py(s1,52),

gdzie s1, 89 € R.

Przyktad 1.2.3. Rozwazimy uktad réwnan rézniczkowych:

% = w1 + €os 1 + 2 cos s + 3 cos @3,

%ff = Wy + 2¢0s 1 + €oS Yy + 3 oS 3,

dd% = w3 + 3¢os 1 + 2cos g + cos 3,

& = 1o (91,02, 03) + 1 (1,92, 3)] ,

(1.2.1.21)

gdZZ@ Ho ((pla8027903> S OO(T3), Mo (9017§027§03) > O, w; = const > 07 i = 1’273’ natomiast
1 (o1, @2, p3) jest postaci:

1 (01, a2, ©3) = A1 COS 1 + Ag €OS P2 + A3 cos @3 + 4 cos® p; + 5 cos? o+
+6 cos? 3 + T cos 1 €os Yy + 8 cos (1 €oS 3 + 9 cos Yy COS V3.

Powstaje pytanie, dla jakich wartosci parametrow wy, ws, wWs, A1, A2, A3 powyzszy uktad be-
dzie reqularny? Zapiszmy odpowiednie réwnanie rézniczkowe o pochodnych czgstkowych:

ds

don (w1 + cos 1 + 2 cos s + 3cosps) + d%(wg%—2cosap1 + cos @y + 3cos p3) +

+dd% (Wg + 3 cos ¥1 + 2cos P2 =+ Cos 903> = M1 (Qpla P2, @3) - H(Splu Y2, 903) )
(1.2.1.22)

gdzie:

T (@1, 92, p3) = Ty COS 1 + Tl COS g + [z COS 3 + iy COS” Py + Jlgy COS” Yot

+Ti33 COS” 3 + 15 COS Q1 COS Vg + Jliy3 COS Y1 COS P3 + gz COS P2 COS 3.
(1.2.1.23)

Dobierzemy wspélczynniki Ty, Tig, T3, fyg, i3, Bog W taki sposdéb, aby réwnanie (1.2.1.22)

posiadato rozwigzanie postaci:

s = S0 (1, P2, p3) = c18in 1 + o sin @y + 3 8in 3. (1.2.1.24)
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gdzie ¢y, ca,c3 € R. Podstawiajgc zatem (1.2.1.24) do réwnania (1.2.1.22) otrzymujemy:

Clwiy = A1 — iy, Cowa = Ay — [y, C3ws3 = A3 —[lg, 2¢1+2c=7T— [y

skad wynika, Ze jezeli funkcja (1.2.1.23) moZe byc zapisana w postaci:

T (@1, 02, 03) = (A1 — c1w1) cos 1 + (A2 — cows) cos o + (A3 — c3ws) cos @3+
+ (4 — 1) cos? o1 + (5 — ¢g) cos® g + (6 — c3) cos? 3 + (T — 2¢1 — 2¢5) cOS 1 COS Pat+
+ (8 — 3¢1 — 3e3) cos g cos w3 + (9 — 3ca — 2¢3) oS g COS Y3,

to rownanie réiniczkowe (1.2.1.22) bedzie posiadaé rozwigzanie postaci (1.2.1.24). Kladgc
teraz:

by
==, i=1,23,
Wi

dostajemy:

T (01,92, 3) = (4 — c1) cos® p1 + (5 — ¢2) cos® pa + (6 — ¢3) cos® 3+
+ (7 — 2¢1 — 2¢2) cos @y cos o + (8 — 31 — 3¢3) €os 1 €os 3 (1.2.1.25)
+ (9 — 3¢y — 2¢3) 08 3 COS V3.

Wprowadzajge oznaczenia:

Ti=cosy;, =123,
rownanie (1.2.1.25) mozemy zapisaé w postaci formy kwadratowe;j:

O=(4—c))xi+(5—co) x5+ (6 —c3) a2+ (7T —2¢; — 209) T1T9+

(1.2.1.26)
+ (8 - 361 - 363) 1T3 + (9 — 302 — 203) ToT3.

Znajdimy teraz stale c1, co oraz cg tak, aby forma kwadratowa (1.2.1.26) byta dodatnio

okreSlona. W tym celu zapiszmy jej macierz symetryczng:

(4 — Cl) % (7 - 2C1 - 2C2) % (8 - 301 - 303)
(7= 2c1 — 209) (5 — ) 2(9 = 3¢y — 2¢3)
(8 =3c1 —3c3) 3(9—3co— 2c3) (6 — c3)

Zgodnie z twierdzeniem Sylvestera, aby forma kwadratowa (1.2.1.26) byta dodatnio okre-
Slona potrzeba i wystarczy, by minory podstawowe jej macierzy byly dodatnie, tzn. spel-

nione powinny byc nastepujgce trzy warunki:
a) (4—cp) >0,

b) (d—c)(5—c) — (T -1~ ) >0,
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c) (4—01)(5—02)(6—03)4—2(%—01—02)(%—%cg—cg)(4—%01—303)—1—
—<5—02)(4—%Cl—303) —(6—03>(%—Cl—02) —(4—61)(2—362—&5) > 0.

MozZna sprawdzic, zZe powyzsze warunki spetnione sq dla nastepujgcych wartosci:

(Cb Ca, C3) = (17 17 _1) s (617 Ca, 03) = (17 17 O) 5 (Cla C2, 03) = (17 17 1) ) (Cla Ca, 03) = (17 17 2) s
(Cl, Co, Cg) = (1, 0, 0) y (Cl, Co, Cg) = (1, 0, 1) y (Cl, Co, Cg) = (1, 1, 15) ,’ltd

Oznacza to, Ze podstawiajgc do formy kwadratowej (1.2.1.26) wartosci (¢1, ca,¢3)=(1,1,2)

bedzie ona dodatnio okreslona. W zwigzku z tym funkcja (1.2.1.23) spelnia nieréwno$é:

71 (¢1, 02, 3) = 3cos? 1 + 4 cos? Yy + 4 cos? 3 + 3 oS ] COS Py — COS Y1 COS Y3+
+2 cos g cos 3 = € (0082 p1+ cos? P2 + cos? ©v3), €= const> 0.

Zapiszmy teraz czwarte réwnanie ukladu (1.2.1.21) w dogodniejszej dla naszych celéw

postaci:

dz

o (10 (@1, 2, 3) + T (01, P2, 93)) + (11 (01, 02, 03) — T (@1, 02, 3))] ,

1 rozwazmy funkcje:

Vip,x) = 1‘26_250(‘P17<P2,g03),

gdzie s (1, 2, ©3) = sin ey + sin g + 2sin 3. Obliczajqc jej pochodng wzdluz rozwigzar
(1.2.1.21) mamy:

V =9¢-1- 67230(901,9027903) _ 21,2 . 50 (9017 09, 903) . 67250(@1,@2@3) —

=227+ (1o (91, P2, 03) + 11 (p1, 2, p3)) - e~ 20(Privacea)

+222 - (111 (01, 2, 03) — T (01, P2, 03) — S0 (91, P2, 3)] - e~ 2501 P20a) —
=222 (1o (01, P2, 3) + T (01, pa, p3)) - e~ 250(P1P2:03),

Zatem na to, by uklad (1.2.1.21) byl regularny potrzeba i wystarczy, zeby spelniona byla
Nierownosc:
ko (01,2, 03) + (91,02, 03) | > 0.

Rozpatrzmy teraz pewne uog6lnienia uktadu (1.2.1.5). Zacznijmy od uktadéw, ktére moz-

na zapisa¢ w postaci:

{ o = al) (1.2.1.27)
@ (110() + ()] - A) - ,

gdzie v € R", a(p) € Criy(Tw), i(p), p2(p) € COTpn), A(p) jest n x n-wymiarowa
macierzg o elementach ciagtych, 2m-okresowych ze wzgledu na kazda zmienna, tzn. A(p) €
C%(T,,). Zachodzi twierdzenie.
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Twierdzenie 1.2.2. [25] Niech macierz A(p) w ukladzie (1.2.1.27) da sie przedstawi¢ w

postaci:

gdzie A = const # 0, flT(gp) = —fl(gp) a takze, miech rownanie rozniczkowe o pochodnych
czqstkowych (1.2.1.6) posiada rozwigzanie s = so(p) € CYT,), wéwczas jezeli funkcja
po(p) spetnia nieréuwnosé:

fo(p) >0, Vo €T, (1.2.1.28)

to uktad (1.2.1.27) bedzie reqularny. Funkcje Lapunowa mozemy dobraé w postaci:
V(p,z) = ]P0, (1.2.1.29)
Dowdd. Funkcje Lapunowa (1.2.1.29) mozna zapisaé nastepujaco:
V = (x,x) - e” 20,

Obliczaja jej pochodna wzdtuz rozwiagzan uktadu (1.2.1.27) a takze uwzgledniajac postaé
macierzy A(p) (A(¢) + AT (p) = 2\I,,) dostajemy:

V = [, 2) + (x,5)] - e 4 (2, 1) - {—2X50(p)} - e72A50(¥) =

= e 2% - (([uo(0) + pa ()] - A(w) - 2, 2) + (@, [o(@) + pa ()] - Alp) - ) +
+Ha, ) - {=2X30(p)}) = €72 - ([uo(0) + pa ()] - ((Al) -z, ) + (x, A() - x)) +
Hz, x) - {=2X80(p)}) = e A0l ([uo(¢)+u1( )]+ ((A(p )+AT( )@, x) +
(@, ) - {=2050()}) = e 20 - 2 - [uo(p) + ()] - ({2, 2) + (x, 7)) +
+H(w, ) - {=2050(0)}) = e 2] - [2X - po () + 20 (0) — 20 ()] =

= 2vpo()a? - e

Widzimy zatem, ze spelienie warunku (1.2.1.28) oznacza, ze pochodna funkcji (1.2.1.29)
wzdhuz rozwigzan naszego uktadu bedzie dodatnio okreslona, zatem uktad (1.2.1.27) jest

regularny. O

Whiosek 1.2.3. [25] Nierowno$é (1.2.1.28) w twierdzeniu 1.2.2 mozemy zastgpi¢ moc-

niejszym warunkiem:

|:u0(90)| > Oa VQO € Tma

przy ktorym uklad (1.2.1.27) takze bedzie reqularny.
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Niech dany bedzie uktad réwnan rézniczkowych:

£ = a(p),
= o) + (@) [Mln, + Ailp)] 21, (1.2.1.30)
% = [p20(0) + p2(p)] P\ﬂng + 1212(90)} T2,

gdzie 71 € R™, 25 € R™, a(p) € Crip(Tin), (), 2(p), t1o(), paolp) € C(Tin),
fl?(gp) = —/L-(gp), Ai # 0 dla i = 1,2. Ma miejsce nastepujace twierdzenie dotyczace
uktadu (1.2.1.30).

Twierdzenie 1.2.3. [25] Zaléimy, Ze w ukladzie (1.2.1.30) funkcje skalarne p;(p) €
CO(T,,) dla i = 1,2 sq takie, ze nastepujgce réwnania rézniczkowe o pochodnych czqstko-

wych:
" 0Os
——a;(p) = pi(p1, 92, .., 0m), =12,
;3%’ !

posiadajq rozwigzania s = so;(p) € CHTy,), 1 = 1,2. Zaléimy takze, ze A1, Ay to stale
niezerowe, funkcje pio(p) # 0, Yo € T, dla i = 1,2 oraz macierze skosno-symetryczne

Ai(p), Ay(p) € CT,,). Wéwezas uklad (1.2.1.30) bedzie reqularny. Uogdlniona funkcja

Lapunowa moze zostac¢ dobrana w postaci:

[[1]|? - e72A1s01(9) 4[| 5|2 - em2R2s02(9), p10(0) > 0 A Xapino(p) > 0

V( ) ”x1H2 . 6_2>\1501(‘P) _ Hx2H2 . €_2>\2502(S0)’ Mlo(gp) > O /\ )\2/1/20((’0) < O’
Y, r) =

— |y || - e 2501 || g2 - e 2A2502(0), to(p) < 0 A Agpigo(p) >0

— |y [|? - €701 () — a2 e72A2%0200) () < 0 A Appan() < 0.

Dowod tego twierdzenia przebiega analogicznie do dowodu dwéch poprzednich twierdzen

z tym, ze musimy rozpatrze¢ cztery przypadki. Kolejnym uogodlnieniem jest uktad postaci:

= ale). (1.2.1.31)
% = [Ao(p) + Ai(p)] 2,

gdzie Ag(p), A1(p) € C°T,,). Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.2.4. [24] Niech istnieje n X n-wymiarowa macierz A(p) € C°(T,) dla

ktorej réownanie rozniczkowe o pochodnych czgstkowych:

" 0L
jz:; dp;

a;(¢) + L [Ai(p) — Ap)] + [AT () - AT ()| L =0, (1.2.1.32)

posiada rozwigzanie w postaci symetrycznej, niezdegenerowanej macierzy L = S(p) €
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CH(T,,) dla ktérej ponadto spetniona jest nieréuwnosé:

({5(0) [Aole) + A()] + [4T () + AT (@) S(@)} 2.2) > allal?,  (1:2.1.33)

gdzie o = const > 0. Wowczas uklad (1.2.1.31) bedzie reqularny a forma kwadratowa,
ktorej pochodna wzgledem rozwigzan ukladu (1.2.1.31) bedzie dodatnio okreslona ma po-
stac:

Vie,z) = (S(p)z,z). (1.2.1.34)

Dowéd. Rozwazmy forme kwadratowa (1.2.1.34) gdzie S(¢) € C(T;,) jest macierza syme-
tryczna taka, ze det S(p) # 0, Vo € T),. Pochodna formy kwadratowej (1.2.1.34) wzdtuz
rozwiazan uktadu (1.2.1.31) jest nastepujaca:

V = (S(p)z, ) + (S(p)i,x) + ( = (S(@)z, ) + (S(p) [Ao() + As(p)] 7, 2) +

+(S(p)x, [Ao(9) + Ar ()] ) = < < > +<5(90) [Ao(0) + As(9)] @, ) + ([Ao() + As(0)]"

S(p)a,x) = (S()z,2) + (S(9) [Ao(p) + Ar(9)] 2w, 2) + ([AL () + AT ()] S(p),2) =

= ({S(0) + S(¢) [Ao(p) + As(9)] + |AL () + AT ()] S(9) } . 2) = ({S() + S () [Ao(¥0)
A

A

) (
+A41(9)] + [AT (0) + AT ()] () + S(e >[A<¢>—Z<go>} +[A" () -
= ({S(p) + S(¢) [Ai(p) — A()] + [AT(0) — A" (9)] S(p) } 2, 7) + ({S() [Aolp) + A(0)] +
AT(0) + A (9)] S(p)} 7).,

gdzie S(p) = Z 83(‘P a;(y). Zauwazmy, ze pierwszy sktadnik sumy jest postaci (1.2.1.32),

zatem jest on rowny zeru. Drugi sktadnik sumy zgodnie z naszym zalozeniem (1.2.1.33) jest
dodatni. Oznacza to, ze pochodna formy kwadratowej wzdtuz rozwiazan uktadu (1.2.1.31)

jest dodatnio okreslona, czyli uktad (1.2.1.31) jest regularny. O]

Uwaga 1.2.2. [2/] Zalozenie, ze det S(p) # 0, Vo € T, jest istotne, poniewaz w przypad-
ku, gdy det S(pg) = 0 dla pewnego niezerowego o € T, wowczas istnieje wektor xy € R™

dla ktorego spetniona jest rownosc:

S(¢o) - 2o = 0.

Oznacza to, Ze:

({S(¢) [Aol0) + Alo)] + [AF (120) + A" (0)] S(0) } 2, ) = 0.
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1.2.2. Pewne klasy ukladéw zachowujace regularnos¢ przy

dowolnych zaburzeniach zmiennych fazowych

Czesto pojawia sie pytanie, czy uktad (1.1.0.1):

{ % = a(yp),

moze by¢ regularny przy wyborze dowolnej funkeji a(p) € Cri,y(¢). Jezeli tak faktycznie
jest, to dowolne zaburzenia fazowe nie wptywaja na regularnos¢ naszego uktadu. Podczas
badan udato si¢ wydzieli¢ kilka klas takich uktadéw. Dodatkowo uzyskane zostaly infor-
macje, kiedy dla takiego uktadu nie bedzie istniata funkcja Lapunowa w postaci formy
kwadratowej o statych wspotezynnikach.

Niech dany jest uktad réwnan rézniczkowych:

e — a(yp),
L — A(p) sin(p1)z1 + C() cos(p1)2, (1.2.2.1)
22 — B(p)a; — AT () sin(1)zs,

gdzie ¢ € T,,, x1,22 € R, funkcja a(yp) € CLiy(T,,) oraz macierze A(p), B(p), C(p)

€ C°(T,,). Mozemy wypowiedzie¢ nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.2.5. Niech macierze B(p) oraz C(p) spetniajq nierownosci:

Bl ],

Ylxo||?, V1,19 € R,

(B(p)z1,21)

1.2.2.2
(C(p)z2, T2) ( )

>
>

gdzie 3,7 to dodatnie stale oraz dla macierzy A(p) istnieje stata, symetryczna macierz S

stopnia n-tego dla ktorej spelniony jest warunek:
<[SAT(g0) + A(p)Se, x]> < —||lz||?, Vx € R Vp €T, (1.2.2.3)

Wowczas uktad (1.2.2.1) bedzie reqularny przy kazdej funkcji wektorowej a(y) € Criy(Th,).
Ponadto gdy macierz A(p) zalezy tylko od zmiennych o, s, ..., @m oraz nie zalezy od
zmienne] @1, wowczas nie istnieje forma kwadratowa o statych wspotlczynnikach, ktorej

pochodna wzdtuz rozwigzan uktadu (1.2.2.1) bylaby dodatnio okreslona.

Dowdd. Zapiszmy pochodng formy kwadratowej Vi = (x1, x2), wzdluz rozwiazan uktadu
(1.2.2.1):
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V= (&1, 22) + (21, d2) = (A(p) sin(p1)z1 + C () cos?(p1) a2, 2)+
(1, B(@)z1 — AT () sin(p1)x2) = (A(@) sin(p1)z1, 22) + (C(@) cos®(@1) w2, 22)+
+(z1, B(@)x1) + (21, —AT(0) sin(p1)w2) = (B(@)z1, 21) + (C(p)12, 72) cos®(¢1).

Uwzgledniajac nieréwnosci (1.2.2.2) dostajemy:
Vi Bllanl®, Va2 |z

Nastepnie wyznaczmy pochodna formy kwadratowej Vo = (Sxg, 22) sin(yp;) wzdtuz roz-
wiazan (1.2.2.1):

Vy = ((Sia, wa) + (S, ) sin(ip1) + (Sxa, w2) cos(p1)ar () =
2(Sxwq, T9) sin(py) + (S, xe) cos(pr)ai () = (ST, xe) cos(pr)ar(v)+
2(Sa, B(p)z1 — AT () sin(i1)x2) sin(pr) = (Sw2, ) sin(p1)a () +
+2(Sa, B(g)1) sin(p1) — (|SAT () + A()S] w2, x2) sin® (1)

Uwzgledniajac warunek (1.2.2.3) uzyskujemy:
Va > |l1? sin® (1) — 21SBllollz1 | [z2ll — lavlolIS|Hz2]*| cos(e1)].

Niech dana jest forma kwadratowa, zalezna od dwoch parametrow:

+1
‘/}71’1)2 - ]ﬂ‘/l + p2

3 Vi + Va. (1.2.2.4)

Uwzgledniajac nieréwnosci dla V4 oraz Vi mozemy zapisac:

Vorws = Pl + (p2 + 1)l|z2® cos® (1) + [l sin® (1) — 2 S Bllo |12 -
—larlol|Slllz2]1*| cos(pr) = prllza[I* + (p2 cos®(pr — |ar ol Sl cos(o1)])) flz*~
—2|[5Bllo[lz1 ][]

Pokazemy teraz, ze przy dostatecznie duzych wartosciach parametru py dla wszystkich ¢

spelniona bedzie nieréwnosc:

p2cos? (1) + 1 — |ao]| S]] cos(¢1)] >

A~ w

W tym celu oznaczmy o = |cos(¢1)| 1 rozpatrzmy funkcje:

f(o) = pyo? — lat|o|lo]| +1, o €]0,1].
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Mamy f(0) = 1 > 0 oraz przyjmujac o, = —\alloHSHﬁ dostajemy:
(o) = —lasblIS*5 - +1>0
b 1/0 4p2 )

gdy p2 > glaif§[IS|*. Zatem przyjmujac p» = p; = |ai[g]|S||*, mamy f(oy) = . Wynika

stad, ze dla kazdego o € [0, 1] zachodzi f(o) > %, co oznacza, ze spelniona jest nieréwnosé:
2, 9 2
Virws 2 prllza ™ + llzell” = 1S Bllofllll-]

Otrzymujemy stad, ze pochodna formy kwadratowej V), ,» wzdluz rozwiazan uktadu
(1.2.2.1) bedzie dodatnio okreslona, jezeli tylko spelniony bedzie warunek p; > §||SB||3.
Okazuje sie, ze forma kwadratowa (1.2.2.4) przy odpowiednim doborze parametréw py, po
pozwala wykaza¢ regularno$é¢ uktadu (1.2.2.1). Udowodnijmy teraz druga czesé¢ twierdze-

nia. Przypusémy, ze istnieje forma kwadratowa o statych wspoétczynnikach:
V= <Sll’1, .%‘1> + <5121’1, I2> + <SQ$2,I2>, (1225)
ktorej pochodna wzdtuz rozwiazan uktadu (1.2.2.1) spelnia nieréwnos¢:

2(S121, A(p) sin(pr)z1 + C(p) cos?(p1)w)+
(S12 [A() sin(pr1)z1 + C (@) cos®(p)aa] T, w2)+
+(S12w1, B(p)x1 — AT () sin(¢y)z2)+
+2(Sax9, B(p)x1 — AT () sin(p1)w2) > eo(l|la1[|* + [|l22]?),

gdzie €9 = const > 0. Przyjmujac za x; = 0 dostajemy:

(S12C ()2, T2) COSQ(%) — 2(Sym2, AT(SO)»%) sin(gpy) > 50““/’2”2-

Wybierzmy teraz x, = x5 € R" takie, ze |29 = 0 i oznaczmy M; = (S12C(p)xY, 3) oraz

My = (So29, AT (p)x9). Wezedniejsza nieréwno$é mozemy zatem zapisa¢ w postaci:
M cos?(p1) — My sin(p;) > €9 = const > 0.

Z zalozenia wiemy, ze macierz A(p) nie zalezy od zmiennej p;, zatem niemozliwe jest
. S, , . . . .
uzyskanie powyzszej nierdwnosci, poniewaz w punktach postaci ¢; = 7 uzyskamy rézne

znaki. Powyzsza sprzeczno$é¢ konczy dowdd drugiej czesci twierdzenia. O

Uwaga 1.2.3. JeZeli w twierdzeniu 1.2.5 nie zatoZymy niezaleinosci macierzy A(y) od
zmiennej @1, to moZliwe jest istnienie formy kwadratowej (1.2.2.5) o statych wspdlczyn-

nikach, ktorej pochodna wzdtuz rozwigzan ukladu (1.2.2.1) bedzie dodatnio okreslona.
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Przyklad 1.2.4. Rozpatrzmy nastepujgcy uktad rownan:

22 = alyp),

L1 = (sin )z + p(sin p)zs + (cos? @)y,
@2 — p(sin® p)xy — (sin )as + (cos® )ya,
U =11 — (sinp)yr — p(sin® p)ya,

ddif = 1y — p(sin® p)y; + (sin ©)ys,

gdzie p € Ty oraz a(p) € CrLi,(Th). Dla p = 0 nie istnieje forma kwadratowa o stalych
wspotczynnikach, ktorej pochodna wzdtuz rozwigzan tego uktadu bedzie dodatnio okreslona.

Dla p # 0 taka forma istnieje i jedng z nich mozna zapisa¢ w postaci:

V ="+ 1) (@151 + 2252 — pY132).
Niech dany bedzie uktad réwnan rézniczkowych:

T = aly),
doy cos(g i + 0)A(p)z1 + sin (Z 0 + 0)C(p)xa, (1.2.2.6)
% = Blp)m —cos(L o + DA (P,

gdzie ¢ € T, x1,25 € R", § = const € R, funkcja wektorowa a(p) € Cp;y(T5,) oraz
macierze A(p), B(y), C(p) € C°(T,,). Ma miejsce nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.2.6. Niech macierze A(p), B(¢),C(p) maja takie same wlasnosci jak
w poprzednim twierdzeniu, tzn. spetniajq warunki (1.2.2.2) oraz (1.2.2.3). Wéwczas uktad
(1.2.2.6) przy kazdej funkcji wektorowej a(p) € Criy(T) bedzie reqularny. Ponadto gdy
macierz A(p) nie zalezy od chociaZ jednej ze zmiennych o1, pa,...,Pm, to nie istnieje
forma kwadratowa o statych wspotczynnikach, ktorej pochodna wzdtuz rozwigzan uktadu

(1.2.2.6) bylaby dodatnio okreslona. Istnieje natomiast forma kwadratowa postaci:

V' = p(x1, 22) + (Sx2, z9) COS(Z ;i +0),
i=1
ktorej pochodna wzdluz rozwigzan ukltadu (1.2.2.6) przy dostatecznie duzych wartosciach

parametru p bedzie dodatnio okreslona.

Dowadd. Dowdd tego twierdzenia jest analogiczny z dowodem poprzedniego twierdzenia.
Pokazemy tutaj czes¢ dotyczaca nie istnienia formy kwadratowej o stalych wspotezynni-

kach. Zalozmy zatem, ze istnieje forma kwadratowa o statych wspétezynnikach.
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Ponownie mozemy ja zapisa¢ w postaci (1.2.2.5):
V = (Siw1, 1) + (S1221, T2) + (S2x2, 22).

Postepujac analogicznie otrzymujemy nierownosc:

Mi(@)sin®(Y "1+ 0) — Ma(p) cos(d o1 +6) > &9 = const > 0,
i=1 =1
gdzie Mi(p) = (S12C(p)x3, 23) oraz My(p) = —2(S9x9, AT(¢)23). Z zalozenia wiemy, ze
macierz A(p) nie zalezy od pewnej zmiennej, przyktadowo od ¢;. Wowczas zmieniajac
tylko ¢; moze dojs¢ do zmiany wartosci M, na —M», stad powyzsza nieré6wnos¢ moze nie

by¢ spetniona. Ta sprzecznos¢ konczy dowdd tej czesci twierdzenia. O]

Rozpatrzmy teraz uktad réwnan rézniczkowych:

T = aly),
% = Sinprl(gl @i + A)A(p)xy + cos®s (1; @i + A) By (p)o, (1.2.2.7)
L = o™ (32 i+ A) By(p)r — sin® 7 (3 i+ A)AT (),

gdzie p € T}, x1,29 € R", A = const € R, p1,ps,p3 € N, funkcja a(p) € Cr;,y(T5,) oraz
macierze kwadratowe stopnia n-tego A(y), Bi(¢), Ba(p) € C°(T,,). Dla tego uktadu ma

miejsce nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.2.7. Niech w ukladzie (1.2.2.7) macierze By (), Bo(p) spetniajg nieréw-

nosci:
(Bi(p)x,z) > Bllz|*, (Bap)z, x) > Bl|z|?, Va e R",3 = const > 0, (1.2.2.8)

oraz dla macierzy A(p) istnieje stala, symetryczna macierz S dla ktorej spelniona jest
nierownosé:

([SA(e) + AT(¢)S] z,2) > |l=]?, VzeR™ (1.2.2.9)

Wowczas przy kazdej funkcji a(p) € Crip(Thy,) uklad bedzie regularny. Forma kwadratowa

moze byc¢ dobrana w postaci:

V = XNz, 2) + (Sar,21) sind s + A) — (S wo, 20) sin(d o +4A),  (1.2.2.10)

i=1 =1
a jej pochodna wzdtuz rozwigzan ukladu (1.2.2.7) bedzie dodatnio okreslona przy dostatecz-
nie duzej wartoSci parametru . Ponadto gdy macierz A(y) nie zalezy od chociaz jednej

ze zmiennych @1, o, . .., ©m, to nie istnieje forma kwadratowa o statych wspotczynnikach,
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ktorej pochodna wzdtuz rozwigzan ukladu (1.2.2.7) bylaby dodatnio okreslona.

Dowdod. W celu czytelniejszego zapisu wprowadzmy oznaczenie ¥ = > ¢; +A. Dokonujac
i=1

zamiany zmiennych y = Sx w nieréwnosci (1.2.2.9) otrzymujemy:
([S7AT () + A(©)S ™ w.w) > ISI72Iyl?, vy € R™ (1.2.2.11)

Norma macierzy S jest norma operatorowa, tzn: ||S|| = |Tn‘ax |Sx||. Zapiszmy pochodna

formy kwadratowej (1.2.2.10) wzdtuz rozwigzan ukltadu (1.2.2.7):

V= M By (@)1, 21) cos?P2(U) + XN Bo ()2, T2) cos?Ps (U)+
+ [(Szy, x1) — (S g, 25)] U cos(W)+

+2(Szy, sin®” (W) A(p)z1 + cos?P? (U) By(p)xs) sin(¥)—
—2(S7 1wy, cos®2 (V) By (p)x; — sin' (W) xy) sin(W).

(1.2.2.12)

Mozna sprawdzi¢, ze maja miejsce nastepujace nieréwnosci:

[(Serya1) — (S, 0] W cos(¥) > —K (a2 + las|2) | cos(®)],
[2(Se1, Ba(o)s) cos (W) sin(0)| < [ SBallg (1|2 + [feal|?) | cos(W)],  (1.2:2.13)
12052, B (1)) cos? () sin(W)| < 7By o (a2 + [lal]?) | cos(¥)],

gdzie stata K spelnia warunek:

max(|[ S]], |5~ 1H

<K dla ¢eTl,,

oraz ||SBsllo = max |SBa(p)]]. W zwiazku z warunkami (1.2.2.8), (1.2.2.9), (1.2.2.11),
%2 m
(1.2.2.13) pochodng (1.2.2.12) mozemy oszacowaé nastepujaco:

V> ()\ﬁ cos?? (W) + sin®”' (V) — L cos(\I!)D l|z1]]2+

()\ﬁ cos?3 (W) + ||S]| =2 sin®”* (V) — L| COS(\IJ)D 2|2, (1.2.2.14)

gdzie L = K + ||SBsllo + ||S~! Billo- Pokazemy teraz, ze przy duzych wartosciach para-
metru A prawa strona nieréwnosci (1.2.2.14) bedzie dodatnia przy wszystkich wartosciach

U € R. Rozpatrzmy funkcje postaci:
F(¥) = A3 cos™ (V) + K sin®' (V) — L| cos(¥)|, K =|S|>
Oznaczajac przez p = max(py, po) oraz A3 — K = X uzyskujemy:

F(¥) > Xeos™ (W) + K (cos™ (W) + sin®()) — L| cos(¥)|. (1.2.2.15)
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Korzystajac z nieréwnosci cos?? (W) + sin® (W) > 2'7P dla wszystkich ¥ € R i dowolnej

liczby naturalnej p, mozemy zapisac:
F(¥) > Xcos (W) — L|cos(¥)| + 2! 7K. (1.2.2.16)
Oznaczmy teraz o = | cos(V)|, o € [0, 1] oraz prawg strone nieréwnosci (1.2.2.16) przez:
f(o) =Xo* — Lo + 2" PK. (1.2.2.17)

Zalozmy dalej, ze A > L. Bezposrednio z postaci funkeji (1.2.2.17) widzimy, ze przyjmuje

1
ona najmniejszg warto$é¢ gdy o = o* = (L(QpX)_l) 71 a warto$é ta wynosi:

f(o*) = 2 PK — L7t {)\ ((zp)—zpl—l - (zp)-ﬁflﬂ . (1.2.2.18)
Po uwzglednieniu nieréwnosci (1.2.2.15), (1.2.2.16) w réwnosci (1.2.2.18) dostajemy:
F(¥) > f(o) > f(o") =277 gdy A — 0.

Zatem na podstawie nieréwnosci (1.2.2.14) widzimy, ze pochodna formy kwadratowej
(1.2.2.10) wzdtuz rozwiazan uktadu (1.2.2.7) jest dodatnio okreslona, jezeli tylko A ma
odpowiednio duzg wartosc.

Zalozmy teraz, ze macierz A(yp) nie zalezy od zmiennej p;, gdzie 1 < j < m oraz, ze istnieje
forma kwadratowa o statych wspdtezynnikach V' = (Sixq, 1) + (S1221, T2) + (Soxa, 22),

ktorej pochodna wzdtuz rozwiazan uktadu (1.2.2.7) bedzie dodatnio okreslona:
V = 2(S121,81) + (S12d1, To) + (S1oz1, B2) + 2(Saa, 22) > |lz1]]* + |22
Postepujac analogicznie jak we wczesniejszych dowodach przyjmujemy x; = 0 i mamy:
(S19 By ()12, 13) cos?P* (W) — 2(Sawy, AT (p)wy) sin®' (W) > |2, (1.2.2.19)

Wiedzac, ze macierz A(p) nie zalezy od zmiennej ¢; dostaniemy, ze lewa strona (1.2.2.19)

dlap=2=(0,...,0,5-A,0,...,0)oraz p = p = (0, —...,0,5—=A,0,...,0) przyjmuje
wartosci réznych znakéw, co przeczy nieréwnosci (1.2.2.19). Uzyskana sprzecznosé konczy
dowdd. O

Uwaga 1.2.4. Z postaci formy kwadratowej (1.2.2.10):

V = XNz, z2) + (Sz1,21) sin(z ©i+ A) — (S my, 25) sin(z v + A),

i=1 i=1
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oraz pierwszej z nierownosci (1.2.2.13):
[(Sa1,2) = (S g, 22)] W cos(¥) > — K (|| ]|* + [|2]|) | cos (W),

wynika, Ze jezeli spetnione bedg warunki (1.2.2.8) oraz (1.2.2.9), to uklad réwnan réznicz-

kowych postaci:

C(le - CL(QO) + 61(907 9)7
% = b2(§079)7

o = st (3 i A)A(p) + o (3 i+ A)Balp),
4 = cos™ (32 i+ A)B(p)rr — st (S i+ A)AT ()
=1 i=1

dt :
i

bedgcy uwogolnieniem ukladu (1.2.2.7) bedzie reqularny przy dowolnych funkcjach
a(ap) S OLip<Tm)7 bl((p,g), bg((p,@) - CLip(Tm X Tk)

1.2.3. Pewne klasy ukladéw regularnych o zdegenerowanych

macierzach wspoétczynnikéow

Ze wstepu teoretycznego wiemy, ze uktad rownan rézniczkowych (1.1.0.1) postaci:

{ % — a(p),

der __
i = Ax,

dla ktorego stala macierz wspotczynnikow A ma wyznacznik réwny zeru, nie moze byé
regularny. Ogromnym zaskoczeniem byto znalezienie uktadu réwnan rézniczkowych o zde-
generowanej, zmiennej macierzy wspotczynnikéw stopnia drugiego, ktéry mimo to byt
regularny (przyktad 1.1.9). Swiadomos¢, ze takie uktady istnieja byta impulsem do po-
szukiwania klas uktadow réwnan rézniczkowych o takiej whasnosci. W tym podrozdziale
chciatbym zaprezentowa¢ wyniki, jakie udato si¢ w tym kierunku uzyska¢. Znalezione zo-
staly uktady regularne, ktérych macierze wspotczynnikéw miaty wymiary 2 x 2, 3 x 3
i 4 x 4 oraz ich rzad byt rowny 1.

Zacznijmy od analizy regularnosci nastepujacego uktadu réwnan rézniczkowych w za-

leznosci od dodatniej liczby rzeczywistej w:

de _ =

{ a“ ’ T ze | €R3, (1.2.3.1)

ar = L) JL(p)z,
T3
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gdzie:
(% + cos <p> (\/§ sin 90) (% — Cos gp)
L(p) = <\/§sin go) (—2cosp) (—\/ﬁsin gp) ,
(% — cos go) (—\/§ sin 90) (% + cos gp)
100
J=100 0
000
Dokonajmy zamiany zmiennych:
r = L(p)y. (1.2.3.2)

gdzie:
A(p) = L(p) JL(p).

Mozemy zauwazy¢, ze kwadrat L(y) jest macierza stata, tzn.:

stwierdzamy, ze L™!(y) ma postac:

<\/§ + cos go) (\/5 sin gp) (\/5 — cos <p)

Lp) = L' = L' L) = 7 | (Vasing)  (~2cosg)  (~v2sing)
(\/5 — CoS (p) (—\/ﬁsin (,0) (\/§ + cos gp)
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Zapiszmy iloczyn L™!(¢p) d%(;p) ;

. (\/§+cosg0) ( 281ng0) ( 2—cosg0)
L (o) =1 <\/§Sin gp) (—2cos ) ( V2 sin gp)

dt
(\/5 — CoS gp) ( V2 sin ) (\/_ + cos go)
(—sinp) (\/§ Cos 4,0) (sin ) 2 0 1 0
(ﬁcos gp) (2sin p) (—\/icos go) =3 -1 0 1
(sin ) (—\/5 cos gp) (—singp) 0 -1 0

W wyniku zamiany zmiennych (1.2.3.2) otrzymujemy uktad o statych wspétezynnikach:

d
& =W
Y1 3 —Yw -1 (1
] . 2 s (1.2.3.3)
al|l v | = 5w 0 — W Y2
Y3 0 ?w 0 Y3

W celu znalezienia wartosci whasnych macierzy wspotczynnikéw uktadu (1.2.3.3) zapiszmy

jej rownanie charakterystyczne:

Po uporzadkowaniu wyrazéw podobnych dostajemy:
N — 3N W —w? = 0. (1.2.3.4)
Wiemy, ze aby uktad (1.2.3.3) byl regularny spetniony musi by¢ warunek:
Re); #0, (1.2.3.5)

dla pierwiastkow Aj, Ao, A3 rownania (1.2.3.4). Przypusémy, ze réwnanie (1.2.3.4) posiada
rozwiazanie postaci 3i gdzie i = y/—1, f € R. Podstawiajac je do réwnania (1.2.3.4)
otrzymujemy:

—3% + 3% + W Bi — W = 0. (1.2.3.6)

Do spetnienia rownania (1.2.3.6) konieczne jest jednoczesne spehienie dwoch warunkow:

{ —F+ui5 =0, (1.2.3.7)

36% —w? =0.
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Widzimy, ze gdy w > 0 spelnienie réwnosci (1.2.3.7) jest niemozliwe. Okazuje sie zatem,
ze wszystkie pierwiastki réwnania (1.2.3.4) spetniaja warunek (1.2.3.5) a to oznacza, ze
uktady (1.2.3.1), (1.2.3.3) sa regularne przy dowolnej wartosci w > 0. Przejdzmy teraz do

badania regularnosci uktadu réwnan rézniczkowych:

do _ 1
{ ar — % v=| 2, | €R? (1.2.3.8)

= L e |

gdzie: w > 0,

(3 reong) (vong) (35 —eong)
L(p) = <\/§ sin go) (—2cosp) (—\/§ sin 90) )
(% — cos go) (—\/§Sin 90) (% + cos 90)

1 00
J=100 0
000
Wprowadzajac nowe zmienne:
z = L(p)y.
uktad (1.2.3.8) przyjmuje postac:
d
% =w
Ui 1 2w 0 i
% Yo | = gw 0 —gw Ys
ys 0 Pw 0 vs
W celu wyznaczenia wartosci wtasnych macierzy:
1 —?w 0
B = ?w 0 —gw ,
0 2y 0

2

zapisujemy jej rownanie charakterystyczne:
3 2 2 Ly
A=A 4w )\—iw = 0.

Zaktadajac, ze powyzsze rOwnanie posiada pierwiastek postaci Gi otrzymujemy nastepu-

jace dwa warunki:
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{ —F =0, (1.2.3.9)

32— %w = 0.
Ponownie widzimy, ze jednoczesne spelnienie warunkéw (1.2.3.9) oraz w > 0 jest nie-
mozliwe, stad uktad (1.2.3.8) jest regularny. W ten sposob otrzymaliémy nastepujace

twierdzenie.

Twierdzenie 1.2.8. Uklady rownan rézniczkowych (1.2.3.1) oraz (1.2.3.8):

dp _ “
{ dt ’ r=| 1z, | €R?
@ = Lp)JL(p)r,
T3
{‘f?f=w, e 2 e R’
& =LlpJL (¢), o
gdzie:
(% + cos gp) (ﬁsingp) (% — cos go) 100
L(p) = (ﬂsin gp) (—2cosp) (— QSingp) , J=100 0|,
(% — cos cp) (—ﬂsin gp) (\% + cos gp) 000

sq reqularne dla kazdej wartosci dodatniej w.

Uwaga 1.2.5. Uklady réwnan rézniczkowych (1.2.3.1) oraz (1.2.3.8) sq przyktadami ukta-
dow regularnych o zmiennej macierzy wspotczynnikow A(p) wymiaru 3 X 3, ktdrej rzqd

wynosi 1 a funkcja a(yp) jest stala.
Przypusémy dalej, ze w = w(p) € CL;,y(T7) jest funkejg skalarna, ktéra przyjmuje wartosci

dodatnie:

Oznaczmy:

i rozpatrzmy zmienng macierz:

Blp)=| ule) 0  —pulp) |- (1.2.3.10)
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Dla macierzy (1.2.3.10) istnieje stata, symetryczna macierz S, ktérej suma:
SB(p) + BT (p)S, (1.2.3.11)

jest dodatnio okreslona macierza symetryczng. Wybierajac macierz S w nastepujacej po-

staci:
s =2 0
S=| -2 s -1/, (1.2.3.12)
0 -1 s
wyznaczmy SB(¢) + BT (¢)S:
s =2 0 1 —ulyp) 0
SBlp)+BT(@)S=| -2 s =1 || ple) 0  —ulp) |+
0 -1 s 0 () 0
L ule) 0 s —2 0 20s —2u(p) -2 ()
T —ule) 0 ple) | F| -2 s -1 | = —2 2u(p) 0
0 —ulp) O 0 -1 s () 0 2u(y)
(1.2.3.13
Obliczajac wyznacznik macierzy (1.2.3.13) otrzymujemy:
20s —2u(p) =2 ple)
det —2 2u(p) 0 | =8u*(0)(s — 2u()) — 2% () — Bpulep) =

widzimy, ze macierze (1.2.3.11) oraz (1.2.3.12) beda dodatnio okreslone. Oznacza to, ze
uktad (1.2.3.8) bedzie regularny gdy zmienimy w nim stala w na funkcje o wartosciach

dodatnich w(g). W ten sposéb udowodniliSmy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.2.9. Ukiad rownan réziniczkowych:

T

de _
{ i w(e), . v=| @ | €R?, (1.2.3.14)
i = L) JL (p)z, .
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gdzie:
(% + cos go) (\/ﬁsin go) (% — oS gp) 1 00
L(p) = (\/ﬁsin go) (—2cosp) (—\/ﬁsingp) , J=100 0|,
(% — cos gp) (—\/ﬁsin gp) (% + cos go) 000

jgest reqularny dla kazdej funkcji w(p) € Cri,(T1) przyjmujacej tylko wartosci dodatnie.

Uwaga 1.2.6. Uklad réwnan rézniczkowych (1.2.53.14) jest przyktadem uktadu reqularne-
go o zmiennej macierzy wspotczynnikéw A(p) wymiaru 3x3, ktorej rzqd wynosi 1 a funkcja

a(p) nie jest stala.

Dokonajmy analizy uktadu rownan roézniczkowych postaci:

at =YW

g 21| [ cosp sing 10 cosyp sing T (1.2.3.15)
dat To singy —cosp 00 singy —cosp Ty )

odpowiadajac na pytanie, dla jakich wartosci w € R posiada on funkcje Greena-Samojlenki?

Dokonujac zamiany zmiennych z = L(p)y, gdzie:

cosp  siny
L(p) = ,
(©) ( siny —cosp )

)-(7)0)

Wyznaczajac wartosci wlasne macierzy:

otrzymujemy:

mamy:
1+ V1 —4w? ) 14+ 1 — 4w?
:—7 2:4 .
2 2

Wynika stad, ze uktad (1.2.3.15) bedzie regularny gdy w # 0.

A

Whiosek 1.2.4. Uklad (1.2.3.15) jest reqularny, jezeli stala w jest rézna od zera.

Uwaga 1.2.7. Uklad réwnan rézniczkowych (1.2.58.15) jest przykladem ukladu reqularne-
go o zmiennej macierzy wspétezynnikéw A(p) wymiaru 2X2, ktdorej rzqd wynosi 1 a funkcja

a(p) jest stala.



1. Liniowe rozszerzenia uktadéw dynamicznych na torusie 51

PrzejdZzmy teraz do rozpatrzenia pewnego uogdlnienia uktadu (1.2.3.15):

% = aly),
g 21 [ cosp sing 10 cosy  sing T (1.2.3.16)
at To siny —cosp 00 singy —cosp Ty |

gdzie a(yp) € CLiy(T1). Dokonujac zamiany zmiennych:

Y1 | [ cosp sing 1
Yo siny —cos zo |’

w ukladzie (1.2.3.16) otrzymujemy:

d ( % ) _ ( 1 —a(y) ) ( v ) (1.2.3.17)
d " a(9) 0 " )

Oznaczmy teraz:

i zal6zmy dalej, ze istnieje stata, symetryczna macierz:

S = ( o ) , (1.2.3.18)
So 51

ktorej suma iloczynow:

(1.2.3.19)

SB(y) + BT(4)S ( 251 + 2s9a(yp) S9 ) |

S2 —252a(g0)

jest macierza dodatnio okreslona. Wéwczas pochodna formy kwadratowej V(y) = (Sy, y),

wzdhuz rozwigzan uktadu (1.2.3.17) ma postaé:

V(y) = (Si,y) + (Sy.9) = ([SB(#) + B (¢)S] y,v).

Macierz (1.2.3.19) bedzie dodatnio okreslona gdy réwnoczesnie spetnione beda dwie nie-
roOwnosci:

—2s9a(p) > 0,
—2s7a(p) (281 + 2s9a(ip)) — 53 > 0.

Z pierwszej nieréwnosci (1.2.3.20) wynika, ze funkcja a(p) powinna by¢ statego znaku.

(1.2.3.20)
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W ten spos6éb udowodnilismy nastepujacy lemat.

Lemat 1.2.1. JeZeli funkcja a(p) w uktadzie (1.2.3.17) jest stalego znaku oraz istnieje

stata, symetryczna macierz S dla ktorej dodatnio okreslona jest macierz postaci:

SB(p) + B (¢)S,

1 —a(p)
B(y) = ,
(¢) ( o) 0 )

to uktad (1.2.8.17) bedzie reqularny. Odpowiednia forma kwadratowa ma wéwczas postac:

gdzie:

V(y) = (Sy,y)-

Korzystajac z powyzszego lematu oraz faktéw dotyczacych zamiany zmiennych mozemy

zapisa¢ twierdzenie.

Twierdzenie 1.2.10. Uklad réwnari rézniczkowych (1.2.3.16):

gdzie:
cosy  sing 10
L(SD) = . ) J = y
sing —cosp 0 0

bedzie reqularny, jezeli funkcja a(p) jest stalego znaku oraz istnieje stala, symetryczna

macierz S, dla ktorej dodatnio okreslona jest macierz postaci:
SB(p) + B'S,

gdzie:

Wowczas pochodna formy kwadratowe;:

V(p,z) = (SL(p)x, L(p)x),

wzdtuz rozwigzan ukladu (1.2.3.16) bedzie dodatnio okreslona.

Uwaga 1.2.8. Uklad réwnan rézniczkowych (1.2.3.16) jest przykltadem uktadu reqularne-
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go o zmiennej macierzy wspotczynnikow A(p) wymiaru 2X2, ktorej rzqd wynosi 1 a funkcja

a(p) nie jest stala.

Pokazemy teraz w jaki sposob wyznaczy¢ macierz symetryczna S. Zaltézmy, ze spetniona
jest nieréwnosc:

a(p) >0,

wowcezas stata sy powinna by¢ ujemna:
Sy < 0.

Przy tych zatozeniach z drugiej nieréwnosci (1.2.3.20) otrzymujemy:

Wprowadzmy oznaczenie:

1 _
max (a(go) + 4a(gp)> =7. (1.2.3.22)

Rozwazmy przyktad uktadu (1.2.3.17) postaci:

do .
T =1+¢c+sing,

a | v\ _ 1 —(14+e+siny) mn
dt Yo (1+¢e+singp) 0 Yo ’

gdzie e > 0. W celu znalezienia stalej (1.2.3.22) zapiszmy:

! (1 I 95> ! ! ()
=(1+¢e+siny)+ =0+ — = u(o).
4(1+€—|—Si[lg0) 4o

Obliczajac pochodng i przyréwnujac ja do zera mamy:

du(o) 1
=1——=0.
do 402

Widzimy, ze powyzsza rownos¢ jest spetniona dla o = % W naszym przypadku o =
l+e+sin, zatem o € [g,24¢]. Niech e > %, wowezas ¥ = 2,6. Wybierzmy w nieréwnosci

(1.2.3.21) s; = 3 oraz s, = —1. Stata macierz (1.2.3.18) moze mieé¢ postac:

03
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Zauwazmy, ze wowczas pochodna formy kwadratowej:
V =3y} — 2y112 + 3u3,
wzdtuz rozwigzan uktadu:

do .
T =2,1+singp,

4 W . 1 — (2, 1+ sin cp) 1
dt Yo (2,1 +sinp) 0 Yo ’

bedzie dodatnio okreslona. Dokonajmy teraz analizy regularnosci uktadu rownan réznicz-

kowych postaci:

a T _ [ cose sin 0 1 cosp  sing T (1.2.3.23)
"\ 2, singy —cosp 0 0 siny —cosp T
gdzie a(yp) € CLip(T),). Wprowadzajac nowe zmienne:
Y1\ [ cosp sing 1
Yo siny —cos Ty |’

d
T =a(p),

d ( h ) _ ( 0 1-afp) ) ( 0 ) (1.2.3.24)
dt " a(9) 0 " )

Podobnie jak wczesniej wykazemy pewne fakty dla uktadu (1.2.3.24) a nastepnie przej-

dostajemy:

dziemy do ich uogdlnienia na uktad (1.2.3.23). Wprowadzmy oznaczenie:

_ 0 1—a(y)
B(p) = (a(go) 0 )

Przypusémy nastepnie, ze istnieje stata, symetryczna macierz:

S = ( o ) , (1.2.3.25)

S22 51

ktorej suma iloczynéw:

. 2s9a(¢p) 51
SB B'(p)S = ’
(¢) + B (¢) ( s1 285 (1—a(p)) )
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jest dodatnio okreslona. Oznacza to, ze spelnione musza by¢ réwnoczesnie dwie nieréw-

nosci:

{ 2s9a(p) > 0,
ds3a(p) (1 - a(y)) — st > 0.

Z pierwszej nieréwnosci (1.2.3.26) wynika, ze funkcja a(y) musi by¢ statego znaku. W ten

(1.2.3.26)

sposob otrzymujemy nastepujacy lemat.

Lemat 1.2.2. Jezeli funkcja a(y) w ukladzie (1.2.3.24) jest stalego znaku oraz istnieje

stata, symetryczna macierz S dla ktorej dodatnio okreslona jest macierz postaci:

SB(y) + B (¢)S,

0 1-—a(p)
B = .
() ( a(0) 0 )

to uktad (1.2.5.24) bedzie reqularny. Odpowiednia forma kwadratowa ma wéwczas postac:

gdzie:

V(y) = (Sy,y).
Podobnie jak wcze$niej ma miejsce analogiczne twierdzenie.

Twierdzenie 1.2.11. Uklad réwnan rézniczkowych (1.2.58.23):

gdzie:
cosp  sing 01
Lip) = 1| , J= :
sing —cosp 0 0

bedzie reqularny, jezeli funkcja a(p) jest stalego znaku oraz istnieje stala, symetryczna

macierz S dla ktorej dodatnio okreslona jest macierz postaci:
SB(p) + BTS,

gdzie:
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Wowczas pochodna formy kwadratowe;:

V(p,x) = (SL(p)z, L(p)z),
wzdtuz rozwigzan ukladu (1.2.3.23) bedzie dodatnio okreslona.

Uwaga 1.2.9. Uklady réwnan rézniczkowych (1.2.3.16) oraz (1.2.3.23) sq przykladami
uktadow reqularnych o zmiennej macierzy wspélczynnikow A(p) wymiaru 2 x 2, ktdrej

rzqd wynosi 1 a funkcja a(p) nie jest stala.

Takze i tym razem pokazemy jak wyznaczy¢ odpowiednie macierze. Niech bedzie spetniona
nieré6wnosc:
a(p) > 0,

wowcezas stata sy powinna by¢ dodatnia:
Sg > 0.

Do spehienia drugiej nieréwnosci w uktadzie (1.2.3.26) konieczne jest, aby:

a(p) (1 = a(p)) > 0,

czyli wartosci funkcji a(y) zmieniaja sie w przedziale (0,1). Oznaczajac:

5 = min {a(¢) (1 - a(p)} (1.2.3.27)
druga nier6wnosé (1.2.3.26) bedzie speliona gdy zachodzié¢ bedzie:

|51]

2/

So >

Rozpatrzmy przyktad:

dp _ 1 5 o
at — 2 T 1gsme,

g T\ [ cosp sing 0 1 cosp  sing T (1.2.3.28)
w2, singp —cosp 0 0 singp —cosp Ty |

W tym przypadku funkcja a(p) = %4— % sin . Stala (1.2.3.27) dla tego uktadu jest rowna:

6

f = minfa(p) (1 - a(p))} = .

V6

Wybierajac zatem s; dostajemy, ze s; > 55 = 1,43. Mozemy wybrac s, = 2, wowczas
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(1)

Funkcje Lapunowa w postaci formy kwadratowej dla uktadu (1.2.3.28) mozemy zapisac

macierz (1.2.3.25) ma postac:

w postaci:
V—< 1 2 cosp  sing T cosp  sing T >_
2 1 sinp —cos zs |’ sinp —cosp To
1+ 2sin2 —2cos?2 x x
= < 4 4 N > = 22 (1 4 2sin2¢p) — 4x125 cos 2p+
—2cos2¢ 1 —2sin2¢p Lo To

+x3 (1 — 2sin2¢p) .

Pochodna powyzszej formy kwadratowej wzdtuz rozwiazan uktadu (1.2.3.28) jest dodatnio
okreslona, co oznacza, ze uktad (1.2.3.28) jest regularny.

Na zakonczenie tego podrozdziatu zbadajmy regularno$é¢ uktadu rownan rézniczkowych

postaci:
&= ai(e1,92),
= a1 p2), (1.2.3.29)
Cc% = L(¢1, p2)JL( o1, p2)z,
gdzie:
T
z=| | eRY, J=diag(1,0,0,0),
L3
Ty
(cospr 4+ cosgy)  (sing; +sinps)  (cosg; —cosps)  (sing; — singsy)
L{gy, 03) = (sinpg +singy) (—cosy; —cosps) (singy —sings) (—cos gy + cos o)
(cospy —cospy)  (sing; —sing,)  (cosey +cospy)  (Sin gy + sin o)
)

(singy —singy) (—cosy; +cosys) (sinp; +sinps)  (— cosp; — cos ps)

oraz a1(p1,p2), a2(p1,p2) € Crip(Th). W uktadzie (1.2.3.29) dokonujac zamiany zmien-

nych:
= L(p1, )y, y<RY (1.2.3.30)
otrzymujemy:
% = al(gpla 902)7
doy _

dt a2(§017 902>7
&y — [L_l(%, ©2) AL(p1, 02) — L7 (01, 2) (%;1#2)@1(%017 ©a) + %@1;02)@2(%01, §02))} Y,
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gdzie:
A = L(p1,02)J L(p1, p2)-

Zwroémy uwage na to, ze macierz kwadratowa L(p1, ¢o) spelnia tozsamosé:
L(p1, p2) L( 1, p2) = 4.
Na tej podstawie mozemy zapisa¢ nastepujace rownosci:

L1, 2) = %L(wl, ©2),
L_1<9017 QOQ)AL(SOD 902) - ‘]L2(9017 902) - dzag(4, 07 07 0)7

0 2 0 2
L*I(@l,wz)iﬂ(gg{m: _02 2 _02 g ;

-2 0 -2 0

0o 2 0 =2
L*I(@l,wz)‘auéﬁ;w): N _02 3 2

2 0 =2 0

Uwzgledniajac powyzsze zaleznosci uktad (1.2.3.29) przy zamianie zmiennych (1.2.3.30)

przyjmuje postac:

91— a1(p1, 92),

dd% = a2(§017 902)7

4 —p 0 —p
ay _ | M1 0 w2 O y
« 0 —p2 0 —uw

pe 0w 0

gdzie: 1 = 5 (a1, 92) + az(p1, 92)), p2 = 5 (a1(p1, 2) — as(p1, 2)). Wyjasnijmy przy
jakich dostatecznych warunkach spetnionych przez funkcje aq, as dla zmiennej macierzy:

4 —pr 0 —p

g1 0 pe 0
B(90>:B(9017g02) = )

0 —pe 0 —uy

pe 0 g 0

istnieje dodatnio okreslona, symetryczna macierz dla ktérej suma iloczynow:

SB(p) + B'(#)8,
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jest macierza dodatnio okreslong. Wybierajac stata, symetryczng macierz postaci:

S1 -1 0 —S9
~1 0 0

g — o1 , (1.2.3.31)
0 0 S1 1

—S82 0 1 S1
otrzymujemy:

20 —4 —Sa 1 —452
—4 2 0
SB(p) + BT (p)S = i S (1.2.3.32)
—Sop1 0 21 0

—459  Sofy 0 2p

gdzie 0 = 4sy — puy — Sapiz, p = Sajio — 1. Aby macierz (1.2.3.32) byta dodatnio okreslona,

spelniony musi by¢ nastepujacy uktad warunkow:

2 (sgpto — 1) > 0,
Apy (sapig — 1) > 0,
8 (saptg — 1) — 24785 > 0,
det (SB(go) + BT(@)S) > 0.

(1.2.3.33)

Z pierwszych dwoch nieréwnosci uktadu (1.2.3.33) dostajemy, ze py > 0 jest rownowazne

ze spelnieniem nieréwnosci a1 (@1, p2) + ao(@1, ¢2) > 0. Z warunku:

1

81 (s2p12 — 1) — 2453 > 0 & 8y} [(82#2 — ) — 4u18§] >0, (1.2.3.34)

wynika trzecia z nieréwnosci (1.2.3.33). Z (1.2.3.34) otrzymujemy:

Sofly — [l — i,ulsg > 0 < 8softy — 81 — 24185 > 0,

4sy (a1(p1, p2) + az(1, 02)) — 4(ar(p1, 2) — aa(1, 2)) — s3(a1(pr, p2) + az(o1, p2)) > 0,
ar(p1, 02)(4s1 —4 — 82) + ag (—4sg — 4 — s2) > 0,

a1(p1, 2) (52 — 2)* + aa(p1, 2) (52 +2)* < 0.

Wybierajac w zapisanych nierownosciach sy = —2 albo s; = 2 otrzymujemy uktad wa-

runkow:

>0
{ a1 (1, 2) + az(1, 02) > 0, (1.2.3.35)

a1(901,§02)a2(901; pa) <0,

przy ktoérym istnieje stata macierz (1.2.3.31) taka, ze suma iloczynow (1.2.3.32) bedzie
dodatnio okreslona. Wybierajac so = 2 bedziemy mieli a;(¢1, p2) > 0 a dla s = —2 otrzy-
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mamy a1(p1,p2) < 0. Natomiast stala s; > 0 wybieramy w taki sposéb, aby spelnione

byty nier6wnosci (1.2.3.33).

Uwaga 1.2.10. Uklad réwnari rézniczkowych (1.2.5.29) spelniajacy powyzisze warunki
jest przykladem ukladu regularnego o zmiennej macierzy wspdlczynnikéw A(p) wymiaru

4 x 4, ktorej rzqd wynosi 1 a funkcja a(p) nie jest stala.



2

Dotlaczenie stabo regularnego ukitadu

rownan rézniczkowych do ukltadu

regularnego

W tym rozdziale bedziemy zajmowac si¢ zagadnieniami dotyczacymi regularnosci li-
niowych uktadéw rownan rézniczkowych. Pojecie to rézni sie od pojecia dotyczacego li-
niowych rozszerzen uktadow dynamicznych na torusie przedstawionego w rozdziale pierw-
szym. Rozdziat ponownie sktada sie z czesci teoretycznej oraz czesci zawierajacej uzyskane
wyniki. Gtéwnym przedmiotem badan zaprezentowanych w tym rozdziale byt tzw. pro-
ces dotaczenia (czasem nazywany takze dopelieniem) stabo regularnego uktadu réwnan
rozniczkowych do uktadu regularnego. Badania nad tym zagadnieniem byty juz wczesniej
prowadzone dla liniowych rozszerzen uktadéw dynamicznych na torusie. Celem mojej pra-
cy byto sprawdzenie, czy pewnych wynikow nie mozna przenie$¢ z liniowych rozszerzen
uktadow dynamicznych na torusie na uktady réwnan liniowych. Jak mozna zauwazy¢
w czesci teoretycznej tego rozdziatu wiele twierdzen oraz definicji jest bardzo zblizonych

do twierdzen i definicji z rozdziatu pierwszego.

2.1. Podstawowe pojecia teoretyczne
Rozpatrzmy uktad rownan rozniczkowych:

i=A(t)z, (2.1.0.1)

gdzie x = Z—f, x € R™, A(t) jest macierza kwadratowa n X n-wymiarowa, ktérej elementami
sg funkcje ciagle i ograniczone na R, co dalej zapisywa¢ bedziemy jako A(t) € C°(R).
Warto w tym miejscu poda¢ oznaczenia przestrzeni funkcyjnych, ktére beda pojawiaé sie

w tym rozdziale:

- C°(R) oznacza przestrzen funkeji cigglych i ograniczonych na calej osi rzeczywistej
R,

- CY(R) oznacza podprzestrzen przestrzeni C°(R) ztozong z funkcji, ktérych pochodna

jest ciggla i ograniczona na catej osi rzeczywistej R.

W analogiczny sposéb jak wezesniej z uktadem (2.1.0.1) rozwazany bedzie uktad niejed-
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norodny postaci:
T =A(t)x + f(t), (2.1.0.2)

gdzie f(t) jest funkcja ciagla i ograniczong na R, co oznaczamy nastepujaco f(t) € C°(R).

Definicja 2.1.1. Uklad (2.1.0.1) nazywamy regularnym na R, jezeli ukiad niejednorodny
(2.1.0.2) posiada doktadnie jedno ograniczone na R rozwigzanie dla kazdej cigglej i ogra-
niczonej na R funkcji f(t). Uklad (2.1.0.1) nazywamy stabo regularnym na R, jezeli uktad
niejednorodny (2.1.0.2) posiada przynajmniej jedno ograniczone na R rozwigzanie dla
kazdej cigglej i ograniczonej na R funkcji f(t). Uklad (2.1.0.1) nazywamy ostro-stabo re-
gularnym na R, jezeli uklad niejednorodny (2.1.0.2) posiada wiele réznych, ograniczonych

na R rozwigzan dla kazdej cigglej i ograniczonej na R funkcji f(t).
Swoja analogie ma tutaj pojecie funkcji Greena-Samojlenki.

Definicja 2.1.2. Jezeli istnieje n X n-wymiarowa macierz C(1) € C°(R) taka, Ze dla

funkcji postaci:
930(7)7 T

G(t,7) = { o Clr 1] ot (2.1.0.3)

spelnione jest oszacowanie:
Gt T < K- e,

gdzie K i v sq pewnymi stalymi dodatnimi oraz QL oznacza macierz podstawowq ukladu
(2.1.0.1) unormowang w punkcie t = 1, to funkcje (2.1.0.8) nazywamy funkcje Greena

zadania o ograniczonych rozwigzaniach uktadu (2.1.0.1).

W przypadku istnienia doktadnie jednej funkeji Greena macierz C'(7) ma nastepujaca

wlasnoscé:

C*(1) = C(1) = Q5C(0)9Q°.

Istnienie funkcji Greena dla uktadu (2.1.0.1) pozwala stwierdzié¢, ze uklad niejedno-
rodny (2.1.0.2) posiada ograniczone na R rozwiazanie przy kazdej ciaglej na catej osi R

funkeji f(¢). Rozwiazanie to mozna zapisa¢ w postaci catkowej:

—+00

(t) = / G(t,7) f(r)dr.

—00

Uwaga 2.1.1. Istnienie dokladnie jednej funkcji Greena (2.1.0.3) jest réwnowazne temu,

ze uklad jednorodny (2.1.0.1) jest regularny.

Podobnie jak w przypadku liniowych rozszerzen uktadéw dynamicznych na torusie, tak

i tutaj gtéwna metoda badania regularnosci uktadéw (2.1.0.1) jest wykorzystanie funkcji
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w postaci formy kwadratowej, ktérej pochodna wzdtuz rozwiazan uktadu (2.1.0.1) jest

dodatnio okreslona. Mianowicie jezeli istnieje forma kwadratowa:

V=_S{t)x,x),

z symetryczng macierza wspotezynnikow S(t) € CH(R), ktérej pochodna wzdhuz rozwia-

zan ukladu (2.1.0.1) spelnia nieréwnos¢:
V= ([S() + SMA®) + AT()S ()] z,2) > ||,
oraz dodatkowo spelniony jest warunek:
det S(t) #0, VteR,

wowezas uktad (2.1.0.1) bedzie regularny. Podobnie jak wezesniej razem z uktadem (2.1.0.1)

rozpatrywaé bedziemy uktad do niego sprzezony postaci:
= —AT(t)y. (2.1.0.4)

Pomiedzy uktadami (2.1.0.1) oraz (2.1.0.4) zachodza podobne relacje jak poprzednio, tzn.
jezeli uktad (2.1.0.4) jest regularny, to takze uklad (2.1.0.1) jest regularny. Analogicznie
sprawa ma sie z badaniem stabej regularnosci uktadu (2.1.0.1). Jezeli dla uktadu sprzezo-

nego istnieje forma kwadratowa:

W = (S(t)y.y).,

ktorej pochodna wzdtuz rozwigzan uktadu sprzezonego jest dodatnio okreslona:
W = ([ 504" (0) - AW v.y) > I,
wowcezas uktad (2.1.0.1) bedzie stabo regularny. Jezeli dodatkowo:
det S(t) #£0, VteR,

to uktad (2.1.0.1) bedzie regularny. W przypadku gdy det S(ty) = 0, dla pewnego to € R,

wowcezas uktad (2.1.0.1) bedzie ostro-stabo regularny.

Fakt 2.1.1. Uklad (2.1.0.1) w ktérym macierz wspélczynnikow jest macierzq stalg A(t) =

A jest reqularny na R wtedy i tylko wtedy, gdy czesci rzeczywiste wartosci wtasnych \; dla
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i1 =1,2,...,n, macierzy A sq rozne od zera, tzn.:

W podobny sposob przedstawia sie sytuacja gdy w uktadzie (2.1.0.1) dokonujemy zamiany
zmiennych:
x = L(t)y, (2.1.0.5)

otrzymujac uktad postaci:
y = B(t)y, (2.1.0.6)

gdzie, B(t) = L™(t) [A(t)L(t) - L(t)} Macierz L(t) wystepujaca w (2.1.0.5) nazywamy
takze macierza Lapunowa. Jest to macierz kwadratowa, niezdegenerowana, rozniczkowalna
w spos6b ciagly oraz ograniczona na calej osi R wraz z macierzami L™ (t) oraz £L(t).
Relacje pomiedzy funkcja Greena G(t, 7) uktadu (2.1.0.1) a funkcja Greena G(t, 7) uktadu

(2.1.0.6) przedstawia nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.1.1. ([23]). Jezeli uktad (2.1.0.1) posiada jedyng funkcje Greena G(t,T),
to takze uktad (2.1.0.6) posiada jedyng funkcje Greena G(t,T) oraz zachodzi miedzy nimi
tozsamosé:

G(t,7) = L()G(t, 7)L7'(1).

Jezeli uklad (2.1.0.1) posiada nieskonczenie wiele réznych funkcji Greena G(t, T), to takze

uktad (2.1.0.6) posiada nieskoticzenie wiele réznych funkcji Greena G(t, ).

Definicja 2.1.3. Uklad (2.1.0.1) nazywamy dychotomicznym (dychotomiczno-wyktadniczym)
na catej osi R, jezeli przestrzen R™ moze byé przedstawiona w postaci sumy prostej takich
dwdch podprzestrzeni E*, E~, Ze dla wszystkich rozwigzan ukladu (2.1.0.1) z warunkami
poczgtkowymi:

r7(0) € EY oraz z7(0)e £,

spetnione sg nierownosci:

105 (A)* ] < KAt e dla 7 <+,
oraz

194(A)z || < K||Q5(A)z~||er " dla T >t,

gdzie K,~y to dowolne stale dodatnie, Qf(A) to macierz fundamentalna ukladu (2.1.0.1)

unormowana w punkcie t =0 oraz t,7 € R.

Powyzsza definicja jest $cisle powiazana z pojeciem regularnosci uktadu (2.1.0.1) poniz-

szym twierdzeniem.
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Twierdzenie 2.1.2. (/23]). Uklad (2.1.0.1) jest reqularny wtedy i tylko wtedy, gdy jest

dychotomiczny na calej osi R.

Przyklad 2.1.1. Zbadaymy regularnosé uktadu réownan rézniczkowych postaci:

{ &1 = (=3 + cos(et)) zy + In(1 + arctg® t)x,, (2.1.0.7)

Ty = In(1 + arctg? t)z; + (5 + 4sin(et)) xs.

W tym przypadku skorzystamy z funkcji Lapunowa w postaci nastepujgcej formy kwadra-
towej:
V = -z} + 3. (2.1.0.8)

Pochodna (2.1.0.8) wzdtuz rozwigzan uktadu (2.1.0.7) ma postac:
V = —21,@ + 2x9iy = (6 — 2cos(et)) 22 4 (10 + Ssin(et)) 23 > 23 + 23 = ||z,

Oznacza to, ze uklad (2.1.0.7) jest reqularny.

Przyklad 2.1.2. Niech dane bedzie rownanie rozniczkowe:
& = —tanht -z, (2.1.0.9)
Dla powyzszego réwnania zapiszmy rownanie Sprzezone:
y = tanht -y, (2.1.0.10)

1 rozpatrzmy funkcje postaci:
W = tanht - y°.

Obliczajgc jej pochodng wzdtuz rozwigzan réwnania sprzezonego (2.1.0.10) otrzymujemy:

1 -y2+2tanht-y-y:y2< : +2tanh2t>:

= cosh? ¢ cosh?t

= y? (1 + tanh? t) > 2

Pochodna jest dodatnio okreslona oraz tanht = 0 dla t = 0. Zatem uklad (2.1.0.9) jest

ostro-stabo reqularny.

Przyktad 2.1.3. Dokonaymy analizy reqularnosci ukltadu réownan rézniczkowych:

{ L1 = (pcos2t)xy + (psin 2t — 1), (2.1.0.11)

L2 — (psin2t + 1)z; — (pcos 2t),,
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gdzie p # 0 to parametr rzeczywisty. Latwo sprawdzié, Ze pochodna formy kwadratowe;:
V = (cos 2t)xT + (2sin 2t)z 29 — (cos 2t)x3,
wzdtuz rozwigzan (2.1.0.11) spelnia réwnosé:
V = 2p(a? + 22).

Wynika stqd, ze uklad (2.1.0.11) jest regqularny. Sprobujmy teraz sprawdzié regqularno$é

uktadu w inny sposéb. W tym celu dokonajmy w (2.1.0.11) zamiany zmiennych:

x1 | [ cos t sint U1
To sint —cost Yo '

Otrzymamy wowczas uktad réwnan rozniczkowych o statych wspétczynnikach:

.
& =P (2.1.0.12)
G2 = —pys,

Uklad (2.1.0.12) posiada dokladnie jedng funkcje Greena. Dla p > 0 ma ona postac:

o TS
— 0 ep(T_t)
G(t,7)

ep(th) O
— , t<T,
0 0

ep(t_T) O
0 0/’ Tsh
G(t, 1) =

( .. )
— , t<T.
0 ep(m—1)

Wiadomo, Ze funkcja Greena G(t,7) ukladu (2.1.0.11) jest zwigzana z funkcjg Greena
G(t,7) ukladu (2.1.0.12) zaleinosciq:

oraz dla p < 0:

gdzie:
L(t) B cost sint
sint —cost |

Stad otrzymujemy wzor funkcji Greena dla ukladu (2.1.0.11):
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dlap > 0:
sintsinT —sintcosT
Pt <t
—costsinT costcosT
G(t,T) =
costcosT costsinT
- Pt <
sintcostT sintsinT
dlap <0:
costcosT costsinT
eP(t=T) T < t,
sintcostT sintsinT
G(tv T) = . ) .
—sintsinT sintcosT
‘ Pt < T
costsinT —costcosT

Przyktad 2.1.4. Niech dany jest uktad rownan rozniczkowych:

dzy in2t
{ ai. = TISED (2.1.0.13)

L2 — daq + x5 cost ¢

Rozpatrzmy uktad niejednorodny postaci:

dry __ in?
{ St = xysin®t + (1), (2.1.0.14)

L2 = 43y + x5 cos t + ua(t),

gdzie uy(t) i us(t) to funkcje ciggle i ograniczone na calej osi rzeczywistej R. Pokazemy,
Ze przy dowolnych ustalonych funkcjach uy(t), us(t) uklad (2.1.0.14) posiada dokladnie

jedno ograniczone na R rozwigzanie. W tym celu rozpatrzmy pierwsze rownanie:

dx

d—; = 2y sin?t + uy (t). (2.1.0.15)
Korzystajgc z tozsamosci:
. 9 1 —cos2t
sin“t = ———,
2

rownanie (2.1.0.15) mozemy zapisaé w postaci:
d 1
% = Za1(1— cos 26) + u (). (2.1.0.16)

Rozwigzanie ogdlne (2.1.0.16) zapisujemy nastepujgco:

t
z1(t) = e2tm a2 <C+ /ei”ismful(r)dr) : (2.1.0.17)
0
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gdzie C' to dowolna stata rzeczywista. Posrod wszystkich C' istnieje tylko jedno:

_ / 7%T+ stT (T)dT, (21018)
0

przy ktorym rozwigzanie (2.1.0.17) bedzie ograniczone na calej osi rzeczywistej R. Pod-
stawiaggc statq (2.1.0.18) do rozwigzania (2.1.0.17) otrzymujemy ograniczone rozwigzanie

postaci:
oo

wH(t) = — / B (=T (s 2=sin2r) ) (0 g (2.1.0.19)

t

Rozpatrzmy teraz drugie réwnanie uktadu (2.1.0.14):

d
% = 411 + 39 cos® t 4 uy(t).

Podstawiajgc w miejsce xy funkcje (2.1.0.19) mamy:

d
% = mycostt + ug(t) + 4} (t). (2.1.0.20)

Dokonajmy nastepujgcego przeksztatcenia:

cos?t = L2 costt = L(1+ 2cos 2t 4 cos? 2t) = 1(1 + 2 cos 2t 4 L) —
= % + %coth—{—écoséLt.

Wprowadzajgc teraz oznaczenia:

o(t) = 4 cos2t + ¢ cos 4t,
t
W(t)=[ ( cos 27 + é cosdr)dr = i sin 2t + 3*12 sin 4¢,
0
f(t) = ua(t) + 4zi(1),

réwnanie (2.1.0.20) przyjmugje postac:

ddi? _ (2 + so(t)) s+ (8). (2.1.0.21)

Rozwigzanie ogdlne rownania (2.1.0.21) jest nastepujgce:

To(t) = egtHo() (C’+/e 57O T)f(T)dT> : (2.1.0.22)
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Wsrod wszystkich statych C' istnieje doktadnie jedna stata:

3

- / =$7=) £(7) (2.1.0.23)
0

przy ktorej rozwigzanie (2.1.0.22) bedzie ograniczone na calej osi rzeczywistej R. Podsta-
wiagge teraz statq (2.1.0.23) do rozwigzania ogélnego (2.1.0.22) otrzymugjemy ograniczone

rozwigzanie:

x5 (t) = /e%(t T+ =) g7,

t

Wynika stqd, Ze uklad (2.1.0.14) przy kazdej ustalonej funkcji (ui(t), ua(t)) posiada do-
kladnie jedno ograniczone na calej osi rzeczywistej R rozwigzanie (x3(t),x5(t)). Oznacza
to, ze uklad (2.1.0.13) jest regularny.

Przyktad 2.1.5. Zbadaymy regqularnosé uktadu rownan rozniczkowych:

dri __ : 2
=L = xysint + x9 cos” t,
ai = 2 (2.1.0.24)
ddif = T] — Tosint.
Rozpatrzmy forme kwadratowq:
V = prixe — x2sint, (2.1.0.25)

i obliczmy jej pochodng wzdluz rozwigzan uktadu (2.1.0.24). Dostajemy wowczas:
V = pinxg + pride — 2widgsint — r3cost = p(xysint + xy cos® t)xy + pry (v — o 8int)+
—2x9(x1 — wysint)sint — 23 cost = pa? + pr3 cos’t — 2z 79 sint + 22 sin®t — 22 cost.
Uwzgledniajgc nierownosci:

27Ty sint > —a2 — 12 sin’t,

—x3cost > —x3| cost|,

otrzymugjemy:

V> (p—1)a2? + (pcos’t + sin®t — | cost|)x?

Wynika stqd, zZe aby pochodna V byla dodatnio okreslona spelnione powinny bycé nastepu-

Jjace dwie nieréwnosci:

p—1>0
pcos’t +sin®t — | cost| > 0.
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Wybierajgc p = 2 otrzymujemy:

N? 3.3
20082t+sin2t—|cost|:1+0082t—|cost|:<|cost|—2> +Z>Z

Widzimy wiec, Ze pochodna wzdtuz rozwigzan uktadu (2.1.0.24) niezdegenerowanej formy

kwadratowej (2.1.0.25) jest dodatnio okreslona:

i 3
V> ai+ qwy > qul+ wy = (@) +a3).

R
R
R

Oznacza to, ze uklad (2.1.0.24) jest regularny.

2.2. Metody dotaczenia pewnych klas uktadéw stabo
regularnych do uktadéw regularnych

W tym podrozdziale zaprezentowane zostana wyniki, jakie udato sie uzyskac¢ podczas
badan nad dotaczeniem uktadéw stabo regularnych do uktadéw regularnych. Okazuje sig,
ze kazdy stabo regularny na R uktad réwnan rézniczkowych (2.1.0.1) mozna doprowadzié

do uktadu regularnego postaci:

&= Alt)e, (2.2.0.1)
y=u1z—AT(t)y.
Jezeli obliczymy pochodna formy kwadratowej:
e,y + (S, y), (2.2.0.2)

wzdtuz rozwiazan uktadu (2.2.0.1) okaze sie, ze bedzie ona dodatnio okreslona przy do-
statecznie duzych wartosciach parametru A (przy A > ||S]|2). Proces taki nazywamy dola-
czeniem stabo regularnego uktadu rownan rézniczkowych do uktadu regularnego. Warto

zauwazy¢, ze macierz formy kwadratowej (2.2.0.2) jest macierza nieosobliwa postaci:

Przeprowadzone badania zwigzane z uogélnieniem powyzszych wynikoéw daty ciekawe

rezultaty. Zacznijmy od ukltadu réwnan rézniczkowych postaci:

{ @y = An(t)ar + Awa(t)zo, (2.2.0.3)

Tg = Agi ()1 + Aga(t)za,
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gdzie 71 € R™, 2o € R™, macierze kwadratowe A;;(t) € C°(R) dla 4,5 € {1,2}. Niech
najpierw Ay (t) = A(t), Axn(t) = —AT(t), Ap(t) = 0, oraz z; = z,75 = y. Wowczas
uktad (2.2.0.3) przyjmuje postac:

{ &= A(t)r, (2.2.0.4)

Zalozmy dalej, ze ciagla i ograniczona na R macierz kwadratowa As; () spelnia nieréw-
nos¢:

(Ag1(t)w, ) > af|z||?, « = const > 0.

Przy tym zalozeniu uktad (2.2.0.4) bedzie regularny, poniewaz mozna dobraé¢ forme kwa-
dratowa postaci (2.2.0.2), ktérej pochodna wzdtuz jego rozwiazan bedzie dodatnio okre-
Slona przy dostatecznie duzych wartosciach parametru \. PrzejdZzmy teraz do sytuacji
ogblnej uktadu (2.2.0.3) zaktadajac, ze dla:

To = Ago(t)xe, w9 € R™ (2.2.0.5)
istnieje forma kwadratowa:
(Soa(t)xa, 20),  Saa(t) € CH(R),
ktérej pochodna wzdtuz rozwiazan (2.2.0.5) jest dodatnio okreslona:
([Sa2(t) + Saa(t) A(t) + AT(£) Saa (1) 2, 2 ) > ||2]” (2.2.0.6)
Niech takze dla catego uktadu (2.2.0.3) istnieje forma kwadratowa:
(S(t)z, z),
gdzie S(t) € C*(R), ktérej pochodna wzdtuz rozwiazan (2.2.0.3) spelnia nieréwnosé:
(|S(t) + SMA®) + AT(1)S(®)| ) > ||za|” (2.2.0.7)
Przy takich zatozeniach biorac forme kwadratowa:
V =X(S(t)x,z) + (S(t)xe, x2),

okaze sie, ze dla dostatecznie duzych wartosci parametru A > 0, jej pochodna wzdtuz
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rozwiazan uktadu (2.2.0.3) bedzie dodatnio okreslona. Wprowadzmy teraz oznaczenia:

Sy(t) = 00 , Cp = T 0 , Oy = 00 , (2.2.0.8)
0 Sao(t) 0 0 0 I,

wowcezas nieréwnosci (2.2.0.6),(2.2.0.7) mozna zapisaé w postaci:
(|S2(t) + Sa(t)A(t) + AT () Sa(t)| Com, Caz) > [|Coz]?, (2.2.0.9)

([S() + SBA®) + AT(£)S(1)] (C1 + Ca) , (Ch + Ca)) > [|Caa. (2.2.0.10)

Niech teraz w nieréwnosciach (2.2.0.9) i (2.2.0.10) macierze Sy, C1, Cy nie maja posta-
ci (2.2.0.8), ale dopusémy, ze macierze C; = C(t), Cy = Cy(t) moga by¢ macierzami

zmiennymi. Przy takich zatozeniach ma miejsce nast¢pujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.2.1. [26] Niech istniejg n X n-wymiarowe macierze symetryczne Si(t),

Sy(t) € CY(R), dla ktérych zachodzg mieréwnosci:

([S1() + S1(O)A®) + AT()S1(1)] (Ci(t) + Ca(t)) 7, (Cu(t) + Ca(t)) 7)) > [|Ch ()|,
(2.2.0.11)
([S2(t) + S2(DA®) + AT(1)Sa(t)] Cat)z, Calt)) > | Calt)e |, (22.0.12)

z pewnymi n X n-wymiarowymi macierzami C; = C1(t), Cy = Cy(t), ktérych suma jest

macierzqg niezdegenerowanq, tzn.:
det [C1(t) + Ca(t)] #0, VteR,
wowczas pochodna formy kwadratowej:
Vi = A (S1(t)x,x) + (S2(t)x, x) , (2.2.0.13)

wzdtuz rozwigzan uktadu (2.2.0.3) przy dostatecznie duzych wartosciach parametru \ be-

dzie dodatnio okreslona.

Dowdéd. Zapiszmy pochodna formy kwadratowej (2.2.0.13) wzdtuz rozwiazan (2.2.0.3):

Va = A([S1(8) + S1())A(t) + AT()Si(t)] @, ) +
+([Sa(t) + Sa()A() + AT (1)Sa(8)] @, ) = AN + N,

gdzie:

Ny = ([S1(t) + S1(1)A(t) + AT()S ()] 2, ) = ([Su(t) + Su(HA)+
+ AT()S1(1)] (Ca(t) + Ca(t) C (), (Cu(t) + Ca(t)) C (t) ).
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Oznaczajac C~1(t)z = y, otrzymujemy na podstawie (2.2.0.11) nieréwnosé:

Ny = ([$10) + Si(DA() + AT@S5)] (Co(t) + o), (C1(1) + Calt)) y) >
> Gy (0>

Dla drugiego sktadnika sumy mamy:

Ny = {[Sa(t) + Sa(t)A(t) + AT () Sa(t)] (ca( ) + Co(t)) C~(t)x,

(Ca(t) + Co(t)) CH(t)x) = ([Salt) + Sa(t) A(t) + T<t>sz<t>]< 1(£) + Ca(t) v,
<ol<t>+02<t>>y>—<[s<>+Sz<> (t) + AT(£)S2(t)| Ci(t)y, Ca(t)y )

+2 ([Sa(t) + Sa(t) A(t) + AT()Sa(t)] Ci(t)y, Ca(t)y) +

([S2(t) + Sa(t) At) + AT () Sa(t)| Ca(t)y, Ca(t)y ) >

> —L||Ca(t)yl? — 2L CLt)ll|Ca(t)y]] + | Ca(t)y] [

Na podstawie powyzszych nieréwnosci dostajemy:

Va = (A= L)y ()yl|* = 2L CL Dyl Ca(e)yl| + 1Ca 0yl > A5
(IC1OyI1? + 1C2()ylI?) > 352551 (Ca(e) + Ca()) yl* =

_T_T12
:%\]x]\Q, AN—L—-L*>0.

Stata L wyznaczamy z nierownosci:

max |([S;(t) + S;()A(t) + AT()S;()] z,2)| <L, j=1,2.

[[z]|=1

O

Uwaga 2.2.1. [26] Nie trzeba zakladad, by macierze Cy(t), Cy(t) oraz (Cy(t) + Cy(t)) ™

byty ograniczone na R.

Rozwazmy teraz bardziej rozbudowang postaé¢ uktadu (2.1.0.1):

i1 = A (t)xy + Ara(t)ze + Ars(t)zs,

Ty = Agi(t)x1 + Aga(t) o + Ags(t)ws, (2.2.0.14)

&3 = Az1(t)x1 + Ags(t)wo + Ass(t)xs,

gdzie x; € R™, j = 1,2,3 oraz A;;(t) dla i,5 € {1,2,3} to macierze kwadratowe, kto-

rych elementami sg funkcje ciagle i ograniczone na calej osi rzeczywistej R. Postepujac

w analogiczny sposob jak wczesniej wybieramy uktad postaci:

T3 — Agg(t)l’g, (22015)
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i zaktadamy, ze istnieje forma kwadratowa:
Vs = (Ss3(t)xs, 23), Sa3(t) € C'(R),
ktérej pochodna wzdtuz rozwiazan (2.2.0.15) jest dodatnio okreslona:
Vs = ([Ssa(t) + Ssa(t) Ass(t) + A%y () Sss(t)| s, w3) > s, (2.2.0.16)

Nastepnie wydzielamy uktad:

{ £z = An()zz + Aas(0)zs, (2.2.0.17)
Ty = Asa(t)xe + Asz(t)xs,
oraz dla przejrzystszego zapisu wprowadzamy oznaczenia:
Att) = ( An(t) As(t) ) o ( 7 ) |
A32(t) A33(t) I3
Zaktadamy, ze istnieje forma kwadratowa:
V=(S@txi), St eC(R),
ktorej pochodna wzdtuz rozwiazan (2.2.0.17) spelnia nieréwnosé:
V= <{§(t) FADS) + AT(t)S(t)} 7, g:> > ||z (2.2.0.18)
Na koniec, niech dla catego uktadu (2.2.0.14) istnieje forma kwadratowa:
V = (S (t)x,z), Si(t) € CYR),
ktorej pochodna wzdtuz rozwiazan (2.2.0.14) spetnia warunek:
([S1(t) + Su O A) + AT () S1(8)| 2, 7) > || | (2.2.0.19)

Okazuje sig, ze przy spetnionych nieréwnosciach (2.2.0.16), (2.2.0.18), (2.2.0.19) pochodna

formy kwadratowej:
Vi= M (Si1()z,z) + Ao <§(t)i, 53> + A3 (Ss3(t)w3, 23) |

wzdhuz rozwigzan uktadu (2.2.0.14) przy odpowiednim doborze dodatnich parametrow
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A1, A2, A3 bedzie dodatnio okreslona:
Vi > [l

Ktadac teraz:

Cy = diag{I,,,0,0}, Cy=diag{0,1,,,0}, Cs=diag{0,0,1I,,},
Sa(t) = diag {0,5(t)},  Ss(t) = diag {0,0, Sss(t)} ,

nieréwnosci (2.2.0.16),(2.2.0.18),(2.2.0.19) mozemy zapisaé nastepujaco:

([S1(t) + SL(B)A) + AT(B)S, ()] (Cy + Co + Cy) , (Cy + Cy + Cy) ) > [|Cra|%
([82(t) + S2() A1) + AT (1)S:(1)] (Co + Ca) 2, (Co + Ca) ) > [ Call,
(|Ss(t) + Ss()A(t) + AT()S5(t)| Csw, Csar) > || C].

Ma miejsce twierdzenie.

Twierdzenie 2.2.2. [26] Niech istniejg n x n-wymiarowe macierze symetryczne S;(t) €
CL(R), j = 1,2, 3 rézniczkowalne w sposéb ciggly i ograniczone na R, dla ktérych zachodzq

nieréwnosci:

(|S1() + S1(O)A(t) + AT()S1(1)] (Ca(t) + Calt) + Cs(t))

(CL(t) + Calt) + Cs(1)) ) > | CL(B)z 1,

(|9a(t) + Sa(t) A(t) + AT(£)Sa(t)] (Ca(t) + Ca(t)) =, (2.2.0.20)
(Calt) + C5(1) 7) > [|Ca(t)z?,

(|Ss(t) + Ss()A(t) + AT()S3(t)| Cs(t)z, Cs(t)ar) > [|Cs(t)z?,

8

z pewnymi n X n-wymiarowymi macierzami C; = C;(t), j = 1,2,3, ktorych suma jest ma-
cierzq niezdegenerowang, tzn. det [Cy(t) + Ca(t) + C5(t)] # 0, Vt € R, wéwczas pochodna

formy kwadratowej:
Vi = A1 (S1(t)x, z) + Ay (Sa(t)x, x) + A3 (S5(t)x, x) ,

wzdtuz rozwigzan ukladu (2.2.0.14) bedzie dodatnio okreslona dla dostatecznie duzych war-

tosciach parametrow A;, j = 1,2,3.

Dowdd. Rozpatrzmy sume dwoch symetrycznych macierzy z dodatnim parametrem A > 0:

S(t;\) = ASa(t) + Sa(t). (2.2.0.21)
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Pokazemy, ze przy dostatecznie duzych wartosciach A > 0 spetniona bedzie nieréwnosc¢:

( [SHN) + S(ENA®R) + AT($)S (5 M)] (Calt) + Cs(t)) 7, (Calt) + Cs(t) x) >

> y(N)[Ca(t) + CsOIP, 7(A) > 0.
(2.2.0.22)

Biorac pod uwage liniowo$¢ macierzy (2.2.0.21) wzgledem parametru \, lewa strone (2.2.0.22)

mozna zapisa¢ w postaci:

A([Sa(t) + S2(H)A(t) + AT(H)Sa(1)] (Ca(t) + Cs(t)) 2, (Calt) + Cs(1)) z) +
+([Ss(t) + Sa(t) A(t) + AT () Ss(t)] (C <>+03<t>> (Calt) + Cs(t) z) >
> A[Ca(t)z|[? + ([Ss(t) + Ss(£)A(t) + AT () Ss(t)] Calt), Ca(t)z) +
+2([Ss(t) + S3(t) A(t) + AT (1)S5(t)| Cs wcg (t)ar)+
+([Ss(t) + Sa(t) A(t) + AT () Ss(t)| C: <>x,03< Jz) > (A= L) [Cat)z ]|+
—2L||Co(t)x || Cs(t)l| + | Cs(t) > >
> A L-L? | [Ca(t) + C3()] z||*>, XN—L—L?*>0.

2(A—L+1)

gdzie stata L wyznaczamy z warunkow:

max ’<{S](t) + S (t)A(t) + AT(t)Sj(t)} z, x>‘ <L, j=123.

llzfl=1

Oznaczajac:
Ci(t) + Co(t) + Cs(t) = My(t), Cs(t) + Cs(t) = Ma(t), Cs(t) = Ms(t),
nieréwnosci (2.2.0.20) przyjmuja postac:

([S1(t) + S1()At) + AT())S1()] Mi (D), My () > |
([Sa(t) + Sa(t) A(t) + AT () Sa(t)| Ma(t)a, Ma(t)ar) > || (Ma(t) — Ms(t)) |2,
([Ss(t) + Ss(t)A(t) + AT (£)S5(t)| Ms(t)z, My(t)z) > |

<~

W przypadku ogélnym ma miejsce nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.2.3. [26] Niech istniejg n X n-wymiarowe macierze symetryczne S;(t) dla

Jg =1,2,... k rozniczkowalne w sposob ciggly i ograniczone na R dla ktorych zachodzg
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([$5(t) + S;(0)A(t) + AT()S; ()] M; (), My(t)a) > || (M; () — My (1)) 2|2,
j=1,2,... k-1,
([Se(t) + Sk A(t) + AT ()Sk(1)| Mi(t)x, Mi(t)z) > || M (t)]|?,

(2.2.0.23)

z pewnymi n X n-wymiarowymi macierzami M;(t), det My(t) # 0, Vt € R. Wowczas

pochodna formy kwadratowej:
Vi=> X\ (S;t)z,z), (2.2.0.24)
j=1

wzdtuz rozwigzan ukladu (2.1.0.1) bedzie dodatnio okreSlona, przy dostatecznie duzych

wartosciach parametrow A\; >0, 7 =1,2,...,n.

Dowdd. Rozpatrzmy sume macierzy z parametrem A;_; > 0:
Mo 1Sko1(t) + Si(t) = S(b). (2.2.0.25)

Pokazemy, ze przy odpowiednio dobranej wartosci parametru A\;_; spetniona bedzie nie-

réwnosé:

(|80 +S0A® + ATOS O] Mia(t)r, Mics(Dr) > ) - [ Mea (B2

(2.2.0.26)
gdzie:
M1 — L — L2 9
A1) = , g1 > L+ L7,
HA-) = S LTy
a stata L wyznacza si¢ na podstawie warunkow:
1S; + Si(HA®) + AT()S:(| < L, i=1,2,... k. (2.2.0.27)

Lewa strone nieréwnosci (2.2.0.26) zapiszmy podstawiajac sume (2.2.0.25):

Moot ([Semr(8) + Sica () A(E) + AT (8)S1 (£)] My (B, My (1)) +
([Sk(t) + Sk()A(t) + AT()Sk(t)| (Mi(t) + (My-1 () — Mi(1))) &, (My )+ (2:2.0.28)
+ (M (t) = My(1))) ) -

Pierwszy sktadnik szacujemy na podstawie nieréwnosci:

Moot ([ Sko1 () + Sk (DA®) + AT () Sk1 ()] Mi—a (8)a, My (B)7) >

(2.2.0.29)
> || (My—1(t) — My(t)) )%,
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przy dodatniej statej A\;_1. Dla drugiej czesci sumy (2.2.0.28) mamy:

([Sk(®) + S A(t) + AT(1)Sk(t)] (Mi(t) + (M1 (t) —
(M (t) + (My1 (1) — Mi(t))) ) = [sk<>+sk<> (t)+ A
Mk<>ka<>>+2<[ k() + Sk(t)A(t) + AT(£) Sk (t)| Mi(t)z
(M1 () — Mi(t) x) + ([Se(t) + Sk(B)AE) + AT (£)Si(1)]
(M1 () = My(t)) 2, (My 1 (£) = M(t)) ).

S
—~
~+
\_/
A
\_/
—

Kazdy z warunkow szacowany jest w nastepujacy sposob:

2([Su(t) + Sk A(R) + AT())Sk(1)] Mi(t)a, (My-a (1) — My(1)) ) >

(2.2.0.30)
—2L|| My, () z|| || (My—1 (t) — Mk(t)mll

2 [Sk(t) + Sk(t)A(t) + AT()Sk(t)] (M1 (t) — My(t) 2, (M1 (£) — My(t)) ) >
> — L[| (My-1(t) — My(t)) ||
(2.2.0.31)
Uwzgledniajac nier6wnosei (2.2.0.29)-(2.2.0.31) otrzymujemy:

<[§(t) +S(A®M) + AT(t)S”(t)} My (), Mk_l(t)x> > (O — L)

| (Mye—1(t) = Mi(t)) @||* = 2L My, () [[[| (Me-1.(£) — M(t)) || + | M ()],
(2.2.0.32)
Oznaczajac:

[ (Mye—s(8) = My(t)) || = Lo, [[Mi(t)z]| = 1o,

mozemy zapisa¢ forme kwadratows:
D (t1,ts) = (Me—1 — L) 17 — 2Lt 1ty + 13,

ktora spelnia nieréwnosc:

<I>(tt)>/\k_1_L_L2(t2+t2) A1 > L+ L2
17 2 = Ak_l—L—i_l 1 2 ) k—1 *

Z tych oszacowan oraz z nieréwnosci (2.2.0.32) dostajemy:

<[§(t) +S(OA®) + AT(t)S*(t)] My (), Mkl(t)x> > Nmsll?
(I (M1 (t) — Mi(t)) =]* + || Mi(t)z||*) > ﬁigfif;ﬁ)lle(t)l‘Hz =
= p( A=) [ My (D)%,

co potwierdza prawdziwo$¢ nieréwnosei (2.2.0.26). Rozpatrzmy teraz nastepujaca sume
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macierzy:
Mee2Si_a(t) + Aec1 (£) + ko1 () + Se(t) = Mea(t) + S(t) = S(t).

Pokazemy, ze dla odpowiednio dobranych wartosci parametru \;_o spelniona jest nierow-

<[S(t) L SOAW) + AT ()] My (), Mk_g(t)> > 22033
> 1 (Ak—2, Ae—1) || My —o ()|,
gdzie: 2 2
R |/t i v el
Rozpisujac lewa strone nieréwnosci (2.2.0.33) otrzymujemy:
Ak—2 <[5k—2(t) + Sk—2()A(t) + AT(t)Skd(t)} Mj—s(t)x, Mk—2(t)$> +
+ < {é(t) + (AW + ATOS0)] Mys(b)z, Mk_g(t):v> >
> Vool (Me-a(t) = Mica(9) 3l + ( |S(8) + S A() + AT (05 (1)
(M1 (8) + (Mo (t) = Mioa (5)) &, (Moo (8) + (M (t) — My () ) =
= Necall (Me3(8) = Mica() 2l + {[S(0) + SO AW + 4TS
Me-s(0), Mia(8)2) +2 ([ 30 + SOAW) + ATOS(0)| M0z,
(Msft) = Mica(®)) ) + { [S(6) + S(0AW) + AT ()5 (1)
(Mi—2(t) = My-1(1)) @, (My—2(t) — My—1(1)) 7).
Stad dostajemy oszacowania:
2<[S< )+ SWA®) + AT (OS] Mes () < 2(t) = My (8) o)
2L (Nt + 1) [ Moo (8)a || (Mi—a(t) - <t>>:cu,
<[S<t> SOA®D) + ATOS(0)] (Mia(t) — M- 02, (o) M0 v)>
> L Ot + D) | (Mo (t) — M (8) ]2

na podstawie ktérych lewa strone (2.2.0.33) mozna zapisa¢ nastepujaco:

<{S( )+ S(t )A( )+ AT(4)S(t )} Mk—g(t)x,Mk_2(t)> > (\eos — Ao L — L)
) —

| (Mot () 2l* = 2L (Aeer + 1) [|My—a (||| (Mi—a(t) = My (8)) [+

A L(A 1))p(A L2(\ 1)2
e (A) HMk,x a2 > e b Il iy 4

(I (Mie—2(t) = Mioa () 2[1” + [| Mi—r (£)]%) >

&) LOg—14+1)p(Ap—1)—L2(Ap_1+1)2 2
> == 22(,\k kg lL()\k 1Jf1)l+ﬂ(,\k f : | My—o(t)||*.
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W ten sposéb mozemy zauwazy¢, ze nieréwnos$é (2.2.0.33) bedzie prawdziwa. Postepujac

w analogiczny sposob dla kombinacji symetrycznych macierzy:
S)\(t) - )\1S1<t> + /\252(75) + ...+ )\k_lsk_l(t) + Sk(t),

otrzymujemy nastepujaca nieréwnosc:

([Sa(8) + Sa(DA(E) + AT()Ss] My (t)z, My(t)x) >

2.2.0.34
P /’L<>\17>\27"‘7)‘k—27)\k—1) ||M1<t>x||27 ( )

gdzie dodatnig stata p (A1, A, ..., Ak_2, Ap_1) mozemy zapisac:

(MLt A e )2, Ak 1) = L2 (14 Ao+ + A1)
% ()\1, )\2, ey )\k_g, )\k—l) = GTG VIS G VS VS S5 SR VS . (22035)

Dla dodatnich wspotezynnikoéw ma miejsce wzor:

G =LOHXN g1t A DBty A1) — L2 (14N 1+ A1)
A1) = L e S ey, (2.2.0.36)

1 (Ags Aty - -
gdzie przy j = k — 2, zachodzi rownos¢:

A—1— L — Xy
2(M—1 — A+ 1)

(A1) = M1 > L+ L2

Stata L wyznaczamy na podstawie (2.2.0.27). Poniewaz w nieréwnosci (2.2.0.34) ma-
cierz M;(t) jest niezdegenerowana wnioskujemy stad, ze pochodna kwadratowej formy
(2.2.0.24) wzdtuz rozwiazan uktadu (2.1.0.1) bedzie dodatnio okreslona przy dostatecznie

duzych wartosciach parametrow i, Ao, ..., Ag_1 > 0. O

Uwaga 2.2.2. [26] Ze wzordw (2.2.0.35) oraz (2.2.0.36) wynika, zZe przy dostatecznie
duzych warto$ciach Ag_o, \g—1 wspotczynnik p(Ag—2, \k—1) przyjmuje wartosé bliskq i.
Warto zawwazyé, ze wspotczynniki (N, ..., Ag—1) przyjmuje wartosci bliskie do liczbom
s, i =1,2,...,(k=2), k> 3.



3

Okresowe rozwigzania pewnych klas

nieré6wnosci rézniczkowych

Teoria regularnosci liniowych rozszerzen uktadéw dynamicznych na torusie moze by¢

zastosowana w badaniach dotyczacych istnienia rozwigzan nieréwnosci rézniczkowych.

Gléwna idea zastosowania tej teorii do nieréwnosci rézniczkowych, zwigzana jest z uogol-

niong funkcja Lapunowa w postaci formy kwadratowej. Przypomnijmy w tym miejscu

istotny fakt zwigzany z regularnodcia liniowych rozszerzen uktadéw dynamicznych na to-

rusie.

Fakt 3.0.1. Na to, aby uktad rownan rézniczkowych:

(3.0.0.1)

gdzie ¢ € T,,, © € R, a(p) € C%T,,), A(p) € C°(T,,) byt reqularny potrzeba i wystarcza,

aby istniata niezdegenerowana forma kwadratowa:

Vip,z) = (S(p)z, z),

ktorej pochodna wzdtuz rozwigzari (3.0.0.1) bedzie dodatnio okreslona, tzn. spelniona bedzie

nierownosé:

v = {[5(0) + S(p)Ale) + AT (2)S(p)] 2. 7) > el

gdzie € = const > 0.

Warto przypomnieé, ze w przypadku gdy S(p) jest rézniczkowalna mamy:

oS oS oS

S(p) = ~—ai(p) + ~—az(p) + ... + &Tmam(w)-

B D1 iy

Rozpatrzmy uktad réwnan rézniczkowych postaci:

{ € = a(y),

(3.0.0.2)

gdzie ¢ € Th, x € R oraz funkcje skalarne a(¢) € Cp;,(T1), b(e) € C°(T1). Mozemy

zapisa¢ nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 3.0.1. Nierdowno$é rézniczkowa:
a(p)— + 2b(p)s > 0, (3.0.0.3)

posiada 2-okresowe rozwigzanie s = s(p), ktdre nie przyjmujoce wartosci zerowych dla

Zadnego ¢ € Ty wtedy i tylko wtedy, gdy ukiad (3.0.0.2) jest reqularny.

Dowdd. Zatézmy najpierw, ze ukltad (3.0.0.2) jest regularny. Oznacza to, ze istnieje funk-
cja:

Vg, x) = s(p)r?, VY @dets(p)#0, (3.0.04)
ktérej pochodna wzdtuz rozwiazan uktadu (3.0.0.2) spetnia nieréwnosé:

V = $(p)2? + s(p)2xd = ;i;a(go) + 25(p)b(p) | 2% > 2, (3.0.0.5)

gdzie € jest pewna stala dodatnia. Na podstawie (3.0.0.5) mozemy stwierdzi¢, ze s(p)

spelia nieréwnosc:

o) 5

przy kazdej wartosci ¢ € T7. Poniewaz lewa strona powyzszej nieréwnosci jest 2m-okresowa

+ 2b(p)s() > 0,

wzgledem ¢, zatem takze funkcja s(¢) jest szukanym 2m-okresowym rozwiazaniem nie-
réwnoscei (3.0.0.3). Dodatkowo z faktu, ze dla kazdego ¢ mamy det s(¢) # 0 wnioskujemy,
ze funkcja nigdzie nie przyjmuje wartosci zerowych.

Niech teraz nieréwnosé (3.0.0.3) posiadaé bedzie 2m-okresowe rozwiazanie s = s(p), kto6-
re nie przyjmuje wartosci zerowych. Wéwczas istnieje funkcja (3.0.0.4), ktérej pochodna
wzdhuz rozwiazan uktadu (3.0.0.2) jest dodatnio okre§lona, o czym $wiadczy nieréwnosé
(3.0.0.5). Otrzymujemy stad, ze uktad (3.0.0.2) jest regularny O

Zwrbcimy uwage, ze jesli obliczajac pochodna funkcji (3.0.0.4) wzdtuz rozwiagzan uktadu
(3.0.0.2) dostajemy nieréwnosé:
V < —ea?,

gdzie € = const > 0, wéwczas po pomnozeniu funkcji s = s(¢) przez —1 otrzymamy inna

funkcje, ktorej pochodna wzdtuz rozwiazan uktadu (3.0.0.2) bedzie dodatnio okreslona.

Przyktad 3.0.1. Pokazemy, Ze nieréownos$c:

3 d 3
[\Zf — sin 290] d; +2 [cos 20 + 2] s> 0, (3.0.0.6)

posiada 2m-okresowe rozwigzanie przyjmujgce wartosci statego znaku dla wszystkich ¢.



3. Okresowe rozwiagzania pewnych klas nieréwnosci rézniczkowych 83

W tym celu rozpatrzmy uktad rownan rozniczkowych:

de — V3 _ gin2
o T A (3.0.0.7)
b= (cos 2¢ + 5) x.
Wybierzmy funkcje postaci:
V(p,z) = (2 — sin2¢p)a?,
i obliczmy jej pochodng wzdiuz rozwigzan uktadu (3.0.0.7). Otrzymujemy wtedy:
. 3 3
V= (—2 cos 2¢p (é_ — sin 290) +2(2 — sin 2¢p) (cos 2¢p + 2>> 22 =
8 4 8 187 — 72v/3
= (3 + (4 —V/3) cos 2 — 33in2gp) 7? = (3 + 3\/_(:05(230 + 9)) z? >
(8. 187 — 72V/3 250
3 3
gdzie 0 to kgt dla ktorego sin€ = 4 oraz cosf) = —2=3V3 Widzimy, Ze uktad

187-72/3 \V187-72/3
ten jest reqularny a przyktadowym rozwigzaniem nieréwnosci (3.0.0.6) jest funkcja s(p) =

2 — sin2p. W podobny sposob mozna pokazaé, ze rozwigzaniem danej nierownosci jest

funkcja s(p) = % — sin 2¢, ktora rowniez przyjmuje warto$ci dodatnie.

Zgodnie z teorig przedstawiong w rozdziale 1 wiemy, ze jezeli dla uktadu sprzezonego do
(3.0.0.1) postaci:

{ & = ale). (3.0.0.8)

d
—g = —AT(p)y,
istnieje forma kwadratowa:

W(e,y) = (S(©)y, ),

ktorej pochodna wzdtuz rozwiazan jest dodatnio okreslona, to uktad (3.0.0.1) bedzie stabo
regularny. Dodatkowo gdy symetryczna macierz S(¢) jest niezdegenerowana, to uktady

(3.0.0.1), (3.0.0.8) sa jednoczesnie regularne. Wynika stad nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.0.2. Jezeli nierdwno$é (3.0.0.3) posiada rozwigzanie 2m-okresowe s = 3(p),

ktore nie przyjmuje wartosci zerowych dla zadnego ¢ € T}, wowczas nierownosé postaci:
a(p)— — 2b(p)s > 0, (3.0.0.9)

takze posiada rozwigzanie 2m-okresowe s = s(p) nie przyjmujgce wartosci zerowych przy

zadnym ¢ € 1.
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Dowdd. Wiedzac, ze nieréwnos$¢ (3.0.0.3) posiada 2m-okresowe rozwiazanie, ktore nie
przyjmuje wartosci zerowych na mocy twierdzenia 3.0.1 mozemy uwazacé, ze uktad (3.0.0.2)

jest regularny. Oznacza to, ze uktad sprzezony do (3.0.0.2) postaci:

{ j‘g - i(b‘f;)y (3.0.0.10)
dt )

takze jest regularny. Istnieje zatem funkcja:

W = s(o)y”,

ktorej pochodna wzdtuz rozwiazan uktadu sprzezonego (3.0.0.10) spelnia nieréwnosé:

: ) . ds
W(p,y) = $y* + 2syy = (dSOa(sO) - 28(90)17(@0)) v > ey’ (3.0.0.11)
gdzie € = const > 0 oraz det s(p) # 0 dla dowolnego ¢ € T;. Na podstawie (3.0.0.11)
wynika, ze funkcja s = s(p) jest 2m-okresowym rozwiazaniem nieréwnosci (3.0.0.9), ktore

nie przyjmuje wartosci zerowych przy zadnym . O]
Fakt 3.0.2. Jezeli istnieje taka wartosé ¢ = g, dla ktorej spetnione sq rownoczesnie
rownosci:

a(po) =0,  b(po) =0,

to Zadna z nieréwnosci (3.0.0.3), (3.0.0.9) nie bedzie posiadala 2mw-okresowego rozwigzania

s(p) przyjmujgcego wartosci stalego znaku.

Fakt 3.0.3. Jezeli w ukladzie (3.0.0.2) dla kazdej wartoSci ¢ spetniona jest nieréwnosé:
b(p) >0,

to w formie kwadratowej (3.0.0.4) mozina wybieraé s(¢) = 1, co oznacza, Ze nieréwnosé
(3.0.0.8) bedzie spelniona dla s(p) = 1.

Twierdzenie 3.0.3. Jezeli istnieje 2m-okresowe rozwigzanie s = s(p) nieréwnosci (3.0.0.3)
nie przyjmujgce wartosci zerowych dla Zadnego ¢ € Ty, wowczas funkcja postaci () =

—ﬁ spetnia nierownosé (3.0.0.9) oraz sama jest stalego znaku w calej swojej dziedzinie.

Dowdd. Zatézmy, ze funkcja s(p) spelnia nieréwnosé (3.0.0.3) oraz nie przyjmuje wartosci

zerowej. Zgodnie z twierdzeniem 3.0.1 uktad (3.0.0.2):

SRS
I
o
~~
©
:_/

e
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jest regularny. Rozpatrzmy uktad do niego sprzezony:

{ & = a(yp),
& =-ble)y.

Obliczajac dla funkcji postaci:
1
W= ———,
s()

pochodng wzdhuz rozwigzan uktadu sprzezonego uzyskujemy:

s, 2 (alp)f 1), al@)E +26(p)s(p)
W=y Syy—(SQ(@ 2b( )8(¢)) = .

Korzystajac z zalozenia widzimy, ze funkcja 3(p) = — -+

spehia nieréwnosé (3.0.0.9):

s(e)
ale) 3o = ()3 > 0,
a takze przyjmuje wartosci statego znaku. O]
Przyktad 3.0.2. Pokazemy, zZe nierownosc:
(0,8 — sin 2¢) ;ZS — (1,6 +2cos2¢) s >0, (3.0.0.12)

posiada 2m-okresowe rozwigzanie, ktore nie przyjmuje wartosci zerowych. W tym celu

zapiszmy uktad rownan rozniczkowych:

d2 — 0,8 —sin?2
{ ai = O T SIEE (3.0.0.13)

4 — (1,6 + 2cos2¢) .
Obliczajgc pochodng funkcyi:
V(p,x) = (3 — sin2p)a?,

wzdtuz rozwigzan ukladu (3.0.0.13) dostaniemy, ze uklad ten jest regqularny. Zatem na

mocy twierdzenia 3.0.1 wiemy, Ze funkcja s(p) = 3 — sin 2p spelnia nieréwnosé:
) ds
(0,8 — sin 2¢p) Jo + (1,6 4+ 2cos2p) s > 0,
2

oraz nie przyjmuje wartosci zerowych. Na mocy twierdzenia 3.0.3 mamy, ze funkcja s(p) =

ﬁ spetnia nieréwnosé (3.0.0.12).

Ma miejsce takze nastepujace twierdzenie:
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Twierdzenie 3.0.4. Jezeli istnieje 2m-okresowe rozwigzanie nieréwnosci (3.0.0.9), kto-
re przyjmuje w pewnym punkcie @y wartosé zerowq, to nie istnieje 2m-okresowa funkcja

spetniajgca nierownosé (3.0.0.3).

Dowadd. Dowdd tego twierdzenia wynika z faktu, ze jezeli dla uktadu sprzezonego istnieje
zdegenerowana forma kwadratowa, wowczas uktad wyjsciowy bedzie ostro-stabo regular-
ny, tzn. posiada¢ bedzie wiele réznych funkcji Greena-Samojlenki, natomiast sam uktad
sprzezony nie bedzie posiadal zadnej funkcji Greena-Samojlenki. Oznacza to, ze nierow-

no$¢ (3.0.0.3) nie bedzie posiadaé¢ 2m-okresowego rozwiazania. O

Przyktad 3.0.3. Pokazemy, ze nie istnieje 2w-okresowa funkcja spetniajgca nierowno$é:
. ds

sin -~ + 2(cos p)s > 0, (3.0.0.14)
¥

W tym celu rozpatrzmy uktad rownan rozniczkowych:

de _ g
{ TP (3.0.0.15)
% = (cosp),

oraz uktad do niego sprzezonego:

do _ g
{ @ =S (3.0.0.16)
@ = —(cosp)y,

Uktad (3.0.0.15) jest ostro-stabo reqularny, poniewaz pochodna funkcji:

Vip.y) = —(cosp)y®, (3.0.0.17)

wzdtuz rozwigzan (3.0.0.16) jest dodatnio okreslona a ponadto funkcja (3.0.0.17) zeruje

si¢ dla pg = 5. Oznacza to, Ze s(p) = — cos p spelnia nieréwnosc:

d
sin god—s —2(cosp)s > 0,
¥

oraz przyjmuje wartosc zerowq. Powolujgc sie na wcezesniejsze twierdzenie uzyskujemy, zZe

nie istnieje 2m-okresowa funkcja, ktora spetniataby nieréwnosé (3.0.0.14).

Powyzsze twierdzenia mozna uogélnié¢ rozpatrujac nastepujacy uktad rownan roéznicz-

kowych:

dy
{ i ale), (3.0.0.18)
a b(QD z,

gdzie ¢ € T,,, x € R, funkcja wektorowa a(p) € Cp;,(T},), funkcja skalarna b(p) €

~—
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C%(T,,). Ponizej przedstawiona zostanie seria twierdzen bedacych uogélnieniem twierdzen
3.0.1 - 3.0.4.

Twierdzenie 3.0.5. Na to, aby dla nieréwnosci rozniczkowej o pochodnych czgstkowych:
" 0s
> 2 —ai() +2b(p)s > 0, (3.0.0.19)
o 0w

istnialo rozwigzanie s = s(p) 2mw-okresowe wzgledem kazdej zmiennej, ktore nie przyjmugje
wartosci zerowych dla Zadnego ¢ € T,, potrzeba i wystarcza, aby uklad (3.0.0.18) byl

reqularny.

Twierdzenie 3.0.6. Jezeli istnieje 2m-okresowa ze wzgledu na kazdg zmienng funkcja
s = 3(p) spelniajgca nieréwnosé (3.0.0.19), ktéra nie przyjmuje wartosci zerowych przy
zadnym ¢ € T,,, wéwczas nierownosc:
" 0Os
> a—&i(go) —2b(p)s > 0, (3.0.0.20)
i=1 i
posiada 2m-okresowe wzgledem kazdej zmiennej rozwigzanie s = s(), ktdre nie zeruje sie

dla zZadnej wartosci o € T,,.

Twierdzenie 3.0.7. Jezeli istnieje 2m-okresowe ze wzgledu na kazdg zmienng rozwigza-
nie s = 3(p) nierownodci (3.0.0.19), ktore nie przyjmuje wartosci zerowych dla Zadnej
wartosci ¢ € Ty, wowczas funkcja s(p) = _Tlso) jest 2m-okresowym ze wzgledu na kazdg
zmienng rozwigzaniem nierownosci (3.0.0.20) nie przyjmujgcym wartosci zerowych dla

zadnych ¢ € T,,.

Twierdzenie 3.0.8. Jezeli istnieje 2m-okresowa ze wzgledu na kazdg zmienng funkcja
spetniajgca nieréwnosé (3.0.0.20), ktora przyjmuje wartosé zerowq dla pewnego po € T,
wowczas zadna funkcja 2m-okresowa ze wzgledu na kazdg zmienng nie spetnia nieréwnosci

(3.0.0.19):

Dowody tych twierdzen sa analogiczne do dowodow twierdzen 3.0.1 - 3.0.4.

Przyktad 3.0.4. Pokazemy, zZe nierowno$é rozniczkowa o pochodnych czgstkowych:

(sin ¢y + 2sin @y + 3sin p3) a%i + (4sin 1 + 5sin s + 6 sin @3) 6%"’2+

. . . 5 (3.0.0.21)
+ (Tsiny + 8sinpy +9sings) 52 + [1o(P1, 02, 03) + (@1, 02, 3)] s > 0,

gdzie:
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10(1, 02, p3) = (Cos 1 + cos g + cos p3)?,
1 (1, o, p3) = 10sin? o + 11sin? g + 12sin? 3 + 13 sin oy sin @y + 14 8in @ sin o3+
+15 sin @9 sin @3,

posiada 2m-okresowe rozwigzanie ze wzgledu na kazdg zmienng, ktore nie przyjmuje war-

tosci zerowych. Rozpatrzmy w tym celu ukiad rownan rézniczkowych:

dd% = sin 1 + 2sin g + 3 sin s,

d% = 4sin 1 + 5sin @ + 6sin @3,

(3.0.0.22)

%ﬁ—‘"’ = Tsin ¢ + 8sin s + 9sin @3,

% = [/"LO(SO17(1027 903) + :U’1<¢17§027 903>] z,

gdzie x € R. Pokazemy, Ze uklad (3.0.0.22) jest reqularny korzystajoc z twierdzenia 1.2.1

oraz wwagi 1.2.1. Rozpatrzmy réwnanie rézniczkowe o pochodnych czgstkowych:

(sin gy + 2sin @y + 3sin p3) 3%51 + (4sin 1 + 5sin s + 6 8in @3) 8‘9—:24—
+ (7sin gy + 8sin py + 9Isin p3) % = p1 (1, 2, 03) — (1, 2, 3) =
= (10 — 71y sin® o1 + (11 — Tiy) sin? g + (12 — Ti3) sin? o3 + (13 — Ty, sin ¢y sin o+

(14 — Ti;5) sin g sin 3 + (15 — Jiy3) sin 9 sin 3.
(3.0.0.23)

Przypusémy, ze wspotczynniki iy, fig, s, fya, fy3, feg mozemy dobra¢ w taki sposéb, aby

réwnanie (3.0.0.23) posiadato rozwigzanie postaci:
s = So(¢p) = 1 co8 @1 + 2 COS P + c3 COS 3, (3.0.0.24)

gdzie ¢1, cq, c3 to stale rzeczywiste. Podstawiajgc funkeje (3.0.0.24) do réwnania (3.0.0.23)

dostajemy:

=10+c1, iy =114 5cy, i3 =12+ 9cs,

Hq
ﬁm =13 + 2C1 + 4C2, ﬁ13 =14 + 361 -+ 7(33, ﬁ23 =15 + 662 + 803.

W ten sposdéb widzimy, ze wprowadzona funkcja fi(¢) powinna mieé postac:

7i(p) = (10 4 ¢1) sin? ¢ + (11 + 5¢y) sin? g + (12 + 9¢3) sin? 3 + (13 + 2¢; + 4cy) sin
sin g + (14 4 3¢1 + Teg) sin ¢y sin g + (15 + 6¢5 + 8¢3) sin s sin 3,

aby réwnanie (3.0.0.23) mialo rozwigzanie (3.0.0.24). Rozwaimy teraz forme kwadratowq:
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@(0’1,02,0’3) = (10—|—Cl)0'%—|— (11—{—562)0% (12—|—963) + (13+261 —|—4Cg)0’102—|-
+<14 + 3¢, + 763)0'10'3 + (15 + 6cy + 8C3)O’20’3,

(3.0.0.25)

i dobierzmy stale cy, co, c3 tak, aby byla ona dodatnio okreslona. Wybierajgc ¢ = —4,
¢y = —1, cg = —1 forma kwadratowa (3.0.0.25) przyjmugje postac:

(I)(O'l, g9, 0'3) = 60'% + 60'% + 30'§ + 0109 — 0103 + 0203. (30026)

Oczywiscie (3.0.0.26) jest dodatnio okreslona:
607 + 605 + 305 + 0109 — 0103 + 0203 > (0% + 05 + 03).
W ten sposéb uzyskujemy:

(o1, 2, p3) = 6sin? o + 6sin® @y + 3sin? 3 + sin p; sin @y — sin @y sin 3+
sin @y sin 3 > e(sin? o + sin? g + sin? 3), € = const > 0.

Teraz dla uktadu rownan rézniczkowych:

dd% = sin 1 + 2sin g + 3sin 3,

d“” = 4sin 1 + Hsin gy + 6sin @s,
d% = 7sin 1 + 8sin ¢y + 9sin 3,

dx = [(po(p1, P2, 3) + (@1, P2, ©3)) + (1 (@1, 02, ©3) — F(1, P2, 03))] T

obliczmy pochodng funkcji:
V(p,7) = a%e ),

wzdtuz jego rozwigzan. Mamy:

V = 2zie>0() — 2225 (ip)e @) = 222 (o (i0) + Filp)) + k(i) — Filp))] €20 () +
—22%50(ip)e” ) = 222 (no(0) + 7))~ + 222 [(a(ip) — Ti(p)) — S0(p)] €~ (¥).

Uwzgledniajgce fakt, zZe funkcja (3.0.0.24) jest rozwigzaniem réwnania (3.0.0.23) otrzymu-
Jemy:
V =222 (o () + i p))e >0,

Oznacza to, ze warunkiem regularnosci uktadu (3.0.0.22) jest spelnienie nieréwnosci:

po(p) + (e) > 0. (3.0.0.27)
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Nieréwno$é (3.0.0.27) w naszym przypadku zachodzi i wynika z:

(cos? iy + cos? gy + cos? g03)2 + 7i(p1, P2, 3) = (cos? @1 + cos? py + cos? @3)2 +
+e (sin2 @1 + sin? (y + sin? 4,03) > 0.

Kolejne twierdzenia dotycza ogdlnej postaci uktadu:
de _
{ i = ) (3.0.0.28)

gdzie p € T,, x € R", funkcja wektorowa a(p) € Cri,(1,,) oraz A(y) to macierz kwadra-
towa stopnia n-tego o elementach bedgcych funkcjami ciggtymi 27-okresowymi ze wzgledu

na kazda zmienna.

Twierdzenie 3.0.9. Niech nieréwnosc:

< [ﬁl jiamo) + SA(p) + AT(go)S] z, x> > ||z||%, (3.0.0.29)

posiada ograniczone na T,, rozwigzanie S = S(p) oraz niech dla kazdego ¢ € T,, mamy
det S(¢) # 0. Wowczas kazde ograniczone na T, rozwigzanie (5.0.0.29) S = S(p) bedzie
niezdegenerowane, tzn det S(p) # 0 dla dowolnego ¢ € T,,.

Dowdd. Nierownosé (3.0.0.29) oznacza, ze pochodna formy kwadratowej:

Vip,z) = (S(p)z, ),

wzdtuz rozwiazan uktadu (3.0.0.28) jest dodatnio okreslona. Wiemy takze, ze det S(p) # 0
dla dowolnych ¢ € T,,. Oznacza to, ze uktad (3.0.0.28) posiada doktadnie jedna funkcje

Greena-Samojlenki:

QN (2)C(pr (), T<0,

Golr) = { Q0 [Clpr(g) — L], 7>0.

Udowodnione zostato [15], ze kazda macierz S = S(¢) spetiajaca nieréwnosé (3.0.0.29),

razem z macierza C(y) spelnia:
(S(p)z, [I, — 2C(p)] x) = Bll=|?, (3.0.0.30)

gdzie 3 = const > 0. Zaktadajac teraz, ze istnieje pewien punkt ¢y € T), dla ktoérego
det S(pg) = 0, mozemy znalezé niezerowy wektor zo € R™ taki, ze S(¢po)zo = 0. Wstawia-

jac xo do lewej strony nieréwnosci (3.0.0.30) dostaliby$my warto$é zerowa. Jednoczesnie
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prawa strona (3.0.0.30) bytaby dodatnia. Otrzymana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze dla kazdego
¢ € T,, mamy det S(p) # 0. O

Twierdzenie 3.0.10. Niech nieréwno$é (3.0.0.29) posiada rozwigzanie S = S(p) ogra-
niczone na T, oraz niech det S(p) # 0 dla wszystkich ¢ € T,,. Wowczas nastepujgca
nierownosé:

< [f: gsai(s@) — SA(p) - A(@)S] z, x> > |||, (3.0.0.31)

i=1 i

takze posiada ograniczone na T, niezdegenerowane rozwigzanie S = S(p).

Dowdd. 7 zatozenia mamy, ze nieosobliwa macierz S(¢) spelia nieréwnosé:

i=1 Y¥i

=08
(|5 so a0+ 546) + A7(0)5] 0) >
Dokonujac podstawienia x = S™1(¢)z otrzymujemy:

<[i gi-“i“") +5Ale) + A%)s] 57 (p)z, S—1<¢>z> > 157 (p)=I1"

i=1

Wynika stad:

<L§ 5_1(90)5%5‘1(90)%(@) + A(p)S™ () + S‘l(go)AT(gp)} 2, z> >

2 ||S_1(90)Z||2 2= Hslu HZH2

on)

Korzystajac z tozsamosci:

L1y 308(0) o1y OSTHe)
S7p) 90, S (p) = ~
otrzymujemy:
<[§; Wai(@) — A(p)S () — Sl((p)AT(go)] Z,Z> < — ”;Hg 2|2,

Oznaczajac S = S7(p), a = H;HQ uzyskujemy:
0

<[§: 35 ai(p) — Ap)S - SAT(@O)] 2, z> < —allz|.

i—1 9%

Jezeli teraz oznaczymy:
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to otrzymamy:

<[§: gjiai(@) - A(QO)S—SAT(go)] z’2> > |21

=1

Oznacza to, ze nieréwnosé (3.0.0.31) posiada rozwiazanie:
S =S(p) =565 (¢)-
Ograniczono$¢ na T, wynika z oszacowania [15]:

ISTH (@) < 1A+ Ao



Whnioski

Praca doktorska dotyczy badania warunkéw regularnosci uktadow réwnan réznicz-
kowych linearyzowanych w otoczeniu wielowymiarowego torusa oraz metody dotaczenia
uktadéw stabo-regularnych do uktadéw regularnych. Gtéwnym narzedziem wykorzystywa-
nym podczas badan powyzszych zagadnien byta uogélniona funkcja Lapunowa w postaci

formy kwadratowej. W wyniku prowadzonych badan uzyskano nastepujace wyniki:

- uzyskane zostaty metody konstrukcji uogélnionej funkcji Lapunowa w postaci for-
my kwadratowej dla pewnych klas liniowych rozszerzen uktadéw dynamicznych na

torusie;

- uzyskane zostaly klasy uktadéw zachowujace regularno$é¢ przy dowolnych zaburze-
niach fazowych. Dodatkowo otrzymano informacje w jakim przypadku dla tych ukta-
dow nie istnieje funkcja Lapunowa w postaci formy kwadratowej o stalych wspot-

czynnikach;

- uzyskane zostaty klasy uktadéw regularnych o zmiennych macierzach wspétczynni-

kow wymiarow 2 x 2, 3 x 3 oraz 4 x 4, ktorych rzad wynosi 1;

- otrzymano warunki dotaczenia stabo-regularnych liniowych uktadéw réwnan roz-

niczkowych do uktadéw regularnych;

- zaprezentowany zostatl sposéb w jaki mozna zastosowaé¢ wyniki teorii regularnosci
liniowych rozszerzen uktadéw dynamicznych na torusie do znajdywania rozwigzan

pewnych klas nieréwnosci rézniczkowych.

Zastosowanie uzyskanych wynikoéw nalezy rozpatrywaé¢ z punktu widzenia teoretycz-

nego charakteru powyzszej pracy.
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