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Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Chisoma P. Okeke
pt. ,,Symbolic computation on a new class of functional equations
satisfied by polynomsial functions”

W przedtozonej do recenzji rozprawie autor skupia sie na scharakteryzowaniu rozwigzan
nastepujacych réwnan funkcyjnych:

Z%F(@ifﬁ +biy) =yf(x) +xf(y), z,y € R, (1)
F(:E+y)_F( Z a]x+ﬁjy (ij_l—djy): xvyeR (2)
j=1
oraz ich uogélnienia
S viF(aiw + biy) = (oz + Byy) fejx + dyy), z,y €R, (3)
— =

gdziem,n € N, v;,a;,b; e Rdlat € {1,...,n}ia;,B,¢;,d; € Rdlaj € {1,...,m} sa ustalone,
za$ f, F': R — R sg szukanymi funkcjami. Réwnania te uogoélniajg wiele dobrze znanych réw-
naii funkcyjnych takich jak: réwnania Cauchy’ego i Jensena V), réwnanie Drygas’a?, réwnanie
funkcji kwadratowej®, a takze réwnania rozwazane przez Fechnera i Gselmann ¥,

Flz+y)— F(z) - Fy) =2 f(y) +yf(z),

Aczéla ®)
Fy) — F(x)
— 4
= flz+y), (4)
Aczéla i Kuczme9,
F(y) — F(x r+y
W= _y(21Y), )
Yy—x 2
czy Koclege-Kulpe, Szostoka i Wasowicza 7,
F(y) = F(z) = (y — 2) Y_aif (cix + diy). (6)
i=1
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Rosnaca liczba prac dotyczacych réznych uogdlnien powyzej wspomnianych rownan funkcyjnych
(obszerna bibliografia znajduje sie w ocenianej pracy doktorskiej) jest dobra motywacja do
podjecia badan nad daleko idacym uogélnieniem (3) tych rownan.

We wstepie pracy (nietypowo nazwanym przez autora rozdzialem pierwszym) autor zazna-
cza, ze praca powstata w oparciu o pie¢ publikacji:

[1] T. Nadhomi, C.P. Okeke, M. Sablik, T. Szostok, On a new class of functional equations
satisfied by polynomial functions. Aequationes Math. 95 (2021), 1095-1117.

[2] C.P. Okeke, M. Sablik, Functional equation characterizing polynomial functions and an
algorithm. Results Math. 77, 125 (2022).

(3] C.P. Okeke, Further results on a new class of functional equations satisfied by polynomial
functions. Results Math. 78, 96 (2023).

[4] C.P. Okeke, M. Sablik, Characterizing locally polynomial functions on convex subsets of
linear spaces. (submitted).

[5] C.P. Okeke, W. Ogala, T. Nadhomi, On symbolic computation of C.P. Okeke functional
equations using python programming language. (submitted).

Niestety nie ma zadnej informacji na temat wktadu doktoranta w przygotowanie prac wspot-
autorskich.

Rozdziat drugi zawiera podstawowe definicje i fakty na temat funkcji wielomianowych oraz
lokalnie wielomianowych. Caty rozdzial (tak bardzo istotny w dalszych rozwazaniach) jest zre-
dagowany do$¢ chaotycznie i nieprecyzyjnie, o czym napisze w szczegotowych uwagach.

W rozdziale trzecim scharakteryzowano rozwiazania réwnania (1) (Twierdzenie 3.2.2.), a nas-
tepnie zastosowano udowodniony rezultat do dwoch uogélnien réwnania Fechnera-Gselmann:

AVF(z) =zf(y) +yf(z), z,y€R,

AYF(x) —=nlF(y) =2 f(y) +yf(z), x,yeR

Caly rozdzial jest wlasciwie kopig wspétautorskiej publikacji [1].

W rozdziale czwartym scharakteryzowano rozwiazania rownania (2) (Twierdzenie 4.1.2.)
oraz wykorzystano udowodniony rezultat do stworzenia algorytmu rozwigzujacego takie row-
nania funkcyjne w zaleznosci od parametréw «;, 85, ¢;,d; € Rdla j € {1,...,m}. Rozdzial ten
jest kopia wspotautorskiej publikacji [2].

Najbardziej interesujace wydaja sie by¢ rozdziaty pigty i sidodmy, oparte odpowiednio na
publikacjach [3] i [5]. W rozdziale 5. autor charakteryzuje rozwiazania rownania (3) (Twier-
dzenie 5.1.1.), aby otrzymany rezultat zastosowaé¢ w rozdziale 7. do stworzenia algorytmu wyz-
naczajacego rozwigzania rownania (3). Poniewaz réownanie (3) jest uogélnieniem réwnan (1)
i (2), wiec Twierdzenie 5.1.1. uogélnia wspomniane Twierdzenia 3.2.2. 1 4.1.2., co rodzi py-
tanie o zasadno$¢ zamieszczania rozdzialéw 3. 1 4. (zajmujacych okolo 30 stron calej blisko
90-stronicowej rozprawy); zapisanie rezultatéw z rozdzialéow 3. i 4. jako wnioskow z Twier-
dzenia 5.1.1. wydaje si¢ by¢ znacznie korzystniejsze. W rozdziale tym autor pokazuje rowniez
zastosowanie udowodnionego twierdzenia do scharakteryzowania rozwiazan réwnan (4) i (5),
a takze pewnych szczegélnych form réwnania funkcyjnego (6).

Z kolei w rozdziale széstym autor charakteryzuje lokalne rozwiazania réwnania (3) w klasie
funkcji F) f : K — K, gdzie I jest niepustym podzbiorem K-wypuklym przestrzeni liniowej X
nad ciatem K C R. Ten rozdzial jest zredagowany w najmniej staranny sposob. Zawiera wiele
bledéw i niescistosci (zostana oméwione w dalszej czesci recenzji), ktére wrecz uniemozliwiaja
zrozumienie istoty rozwazanego problemu.



Redakcja rozprawy

Trudno nie oprze¢ si¢ wrazeniu, ze redakcja rozprawy opierata si¢ na kopiowaniu plikow
kolejno przygotowanych publikacji w nieco bezkrytyczny sposob: publikacja [1] - rozdziat 3.,
publikacja [2] - rozdzial 4. itd., przez co podzial tresci rozprawy jest raczej nieprzemyslany.
Jak juz wspomniatam, moim zdaniem wyniki z rozdziatow 3. i 4. powinny zosta¢ umieszczone
jako wnioski z rezultatéw rozdzialu 5., oszczedzajac w ten sposob czytelnikowi technicznych
dowodéw Twierdzen 3.2.2. i 4.1.2. Podrozdziaty 4.2.-4.4. (algorytm rozwiazywania réwnania
(2) wraz z zastosowaniami) wydaja sie by¢ zbedne, gdyz algorytm z rozdzialu 7. obejmuje
rowniez podawane w tym rozdziale przypadki. Nie rozumiem tez, po co utworzono podrozdziaty
4.1.1.1 5.1.1.; skoro sa to jedyne podrozdziatly w podrozdziatach 4.1. i 5.1. Ponadto wydaje mi
si¢, ze korzystniejszym byloby umieszczenie algorytmu z rozdzialu 7. jako ostatni podrozdziat
rozdziatu 5., gdyz algorytm ten dotyczy rozwiazan réwnania rozwazanego w rozdziale 5. (nie
6.). Podrozdziat 7.2. powinien by¢ raczej zakoriczeniem pracy, standardowo nienumerowanym
(podobnie zreszta jak wstep).

Dodatkowo tytuty wybranych rozdziatéow i podrozdzialéw sg zupelnie niesugestywne; tytuty
rozdziatéow 3.-7. odpowiadaja tytulom publikacji [1]-[5]. Numery réwnan ze wstepu powinny
zosta¢ wykorzystane w tytutach rozdzialéow 3.—7., aby tytul rozdziatu 3. sugerowal rozwazania
nad réwnaniem (1), rozdzialu 4. — nad réwnaniem (2), za$ tytuly rozdziatéw 5. i 6. — nad
réwnaniem (3).

Cho¢ wspomniane kopiowanie kolejnych publikacji do kolejnych rozdziatéw rozprawy miato
wiele negatywnych skutkéw, to dzigki temu mozemy tatwo sledzié¢ rozwoj naukowy doktoranta;
pierwsze dwie prace sg wspotautorskie i zapewne wprowadzaja doktoranta w tematyke badanego
zagadnienia, ale w trzeciej pracy doktorant juz samodzielnie uogélnia wyniki z poprzednich prac,
stosujac wczedniej poznane narzedzia, dzieki czemu nie ma watpliwosci co do rozumienia tematu
badawczego oraz umiejetnosci samodzielnego prowadzenia pracy naukowej przez doktoranta.

Nieczytelna jest tez numeracja rownan; to samo réwnanie ma kilka numeréw, np. rowna-
nie Fechnera-Gselmann ma numery (1.0.1), (3.2.1), (5.1.9), (6.2.1). Ponadto, w podrozdziale
6.1, autor odbiegt od przyjetej wezesniej konwencji nadawania kolejnych numeréw réwnaniom,
okreslajac je przez (Eyr), (E_1), (*), (**).

Rozprawa napisana jest w jezyku angielskim. Nie czuje sie specjalistka w tej dziedzinie, ale
w pracy wystepuje kilka ewidentnych btedéw jezykowych, np. 1;; powinno by¢ their particular
forms, na str. 8. jest Sablik Lemma zamiast the Sablik Lemma albo Sablik’s Lemma, w Remarku
3.2.5. jest these equation, 23¢ jest the sequences (Ry)ren, 405 powinno by¢ to admit, 71* powinno
by¢ there exists, 737 powinno by¢ equations 73¢ powinno by¢ F' has itd.

Podejrzewam, ze napisanie streszczenia w jezyku polskim byto dla doktoranta sporym wyz-
waniem. Da sie¢ w nim zauwazy¢ zbyt dostowne ttumaczenie z jezyka angielskiego, ktore, oprocz
wielu niedociggnieé jezykowych i interpunkcyjnych, zawiera kilka bezsensownych sformutowan,
np. Maple jest mniej elastyczny w uzyciu i stanow: tylko niewielkq czesS¢ akademickiej spolecz-
nosci naukowe.

W pracy wystepuja tez inne niedociggniecia redakcyjne, tj.:

e numeracja wzoréw we wstepie nie powinna zawieraé zer,
e duze litery w $rodku zdania w niektérych tytutach rozdziatéw i podrozdziatow,

e nicktére zdania powinny byé¢ podzielone na dwa, np. 191519, 194_5, 245_¢, 475_9, 57374,
59! itd.,

e brak wcie¢ akapitowych, zwtaszcza w rozdziatach 5.1 6.,

e wprowadzenia do rozdzialéw i podrozdziatéw sa w wiekszosci skopiowanymi fragmentami
ze wstepu do catej pracy, zwtaszcza wstepy do podrozdziatu 5.1. oraz rozdziatu 7.,



wypowiedzi definicji i uwag piszemy zwyczajowo prostg czcionka,
braki spacji, np. 217, 59¢, a takze w bibliografii,
potowicznie pusta strona 61., niedokoniczone linie 6319, 633, 641, 65! itd.,

redakcja wzoréw (6.2.10), (6.2.17) — (6.2.23).
Uwagi merytoryczne
Definicje 2.1.1. 1 2.2.1.: zamiast A?*!  f(x) powinno by¢ A, ., . f(z).

Yn+1---Y1

Skoro autor wyjasnia symbol A}t f(z), to chyba warto byloby tez wprowadzi¢ symbol
Ayn+ly1f(x>

Definicja 2.1.2. i Twierdzenie 2.1.1.: brak informacji o G, H. Jesli przyjmiemy, ze autor
wciaz ma na mysli grupy abelowe (jak na poczatku rozdziatu), to w Twierdzeniu 2.1.1.
takie zalozenie jest niewystarczajace!

Dow6d Twierdzenia 2.1.1. w przypadku funkcji addytywnej odwzorowujacej przestrzen
liniowa nad R w R jest zbedny jako dobrze znany; wystarczy zacytowaé¢ cho¢by monografie
Kuczmy (zob. V).

Twierdzenie 2.1.2.: przy notacji addytywnej potgrupy (G, +) méwimy o potgrupie z zerem,
a nie z jedynka.

Nalezaloby dopisa¢ wniosek z Twierdzenia 2.1.2. o postaci funkcji jednomianowej (autor
czesto korzysta z tego faktu).

Twierdzenie 2.2.1.: jako zrédto powinna by¢ cytowana praca [35, Theorem 9.5], gdyz jest
to rezultat Székelyhidi’ego.

W Definicji 2.2.3. autor uzywa pojecia zbior wypukty dla zbioru K-wypuktego, z kolei na
str. 69 pojecia zbior K—wypukty. Przyjeta notacja powinna by¢ jednolita.

9': powinno by¢ (3.1.3) w miejscu (3.1.1).
9y7: powinno by¢ left-hand w miejscu right-hand.
129: powinno by¢ (3.2.9) w miejscu (4.1.5).

Twierdzenie 3.2.2.: na poczatku zostalo ustalone k, wiec zatozenie S, # 0, k € NU {0}
powinno zosta¢ zastapione przez Sy # 0.

Twierdzenie 3.2.2.: skoro juz autor zdecydowal sie na zamieszczenie rozdzialéw ze szcze-
g6lnymi postaciami réwnania (3), to po Twierdzeniu 3.2.2. powinien rozwazy¢ réwniez
przypadek S; = 0 (uzupehienie znajdujemy dopiero w rozdziale 5. dla ogdlniejszego
réwnania (3)). Ponadto, w Twierdzeniu 3.2.2. (i) powinien znalez¢ sie warunek F(z) =

5.of ().

17879: sformutowanie after some easy though tedious calculations jest usprawiedliwione
w publikacji, jednak w rozprawie doktorskiej wszystkie przeksztalcenia (nawet te zmudne)
powinny zosta¢ zamieszczone. Chciatabym zobaczy¢ je podczas obrony rozprawy doktor-
skiej.

Analogiczna uwaga dotyczy wyrazenia rather easily w Uwadze 3.2.3.



Przyktad 3.2.2.: nalezy wykazaé¢, jak z Lematu 3.1.1. otrzymujemy, ze f jest funkcja
wielomianowa co najwyzej 2-go rzedu (metoda staje sie zrozumiata dopiero w dowodzie
Lematu 3.2.1.).

Analogiczna uwaga dotyczy dowodéw Twierdzen 5.2.3. i 5.2.4. oraz Przykladu 5.2.4.

Przyklady 3.2.2. 1 3.2.3.: réwnania (3.2.35) i (3.2.36) sa szczegdlnymi postaciami ogdlniej-
szego rOwnania

r+vy

Fla) - 2F ("7 ) 4 Fy) = af ) +yf @), wyeR

z pewnym n € N, a uzyte w obu przyktadach metody pokazuja, ze wystarczytoby umiescic¢
jeden przyktad.

Twierdzenie 4.1.2.: pojecie funkcji k—jednomianowej nie zostato wprowadzone, wiec autor
powinien napisaé precyzyjnie, ze f jest jednomianem stopnia co najwyzej k.

Podobna uwaga dotyczy Twierdzenia 6.2.2.

Twierdzenie 4.1.2.: jesli sie nie myle, w dowodzie catego twierdzenia autor wykorzystuje

zatozenie Ry # 0 tylko dla k = 0, a jest ono tatwe do pominiecia; wystarczy ostabié¢ teze
w przypadku k = 0, piszac, ze f jest stala, zas F jest dowolng funkcjg addytywng.

Podobna uwaga dotyczy Twierdzen 5.1.1. oraz 6.2.2.
277: co to znaczy, ze Bj jest generowana przez xA%(x)? Ponadto autor powinien precy-

zyjnie napisa¢, ze f = Ay 1 F' = Bj.

Dobér przyktadéow w podrozdziale 4.4. nie jest satysfakcjonujacy; brakuje réwnan funk-
cyjnych, ktérych prawa strona réwnania (2) nie jest uproszczonej postaci

(iyf(Biz) + vz f(0:y)) -

1

n

)

Uwaga 4.4.1. na koncu rozdziatu 4. to niepotrzebna zapowiedz rozdziatu 5. W dodatku
pierwsze zdanie sugeruje zapowiedz kolejnej publikacji, a nie kolejnego rozdziatu (wspom-
niany wczesniej efekt kopiowania publikacji).

Symbol Ly w (5.1.10) jest wprowadzony dla tej samej sumy, co symbol S, w (3.2.12).
Proposition 5.1.2. wymaga cho¢by krétkiego uzasadnienia.

Uwaga 5.2.1.: zamiast krotkiej uwagi, korzystniej bytoby pokazaé¢ zastosowanie Twierdze-
nia 5.1.1. do scharakteryzowania rozwiazan wspomnianego w niej réwnania (6).

W Twierdzeniach 5.2.3. 1 5.2.4. oraz Przykladzie 5.2.4. zapis y = x + y jest dos¢ niepre-
cyzyjny. W takich sytuacjach lepiej zapisa¢ stownie wykonywane podstawienie.

Uwaga 5.2.4. jest raczej niekonieczna; wystarczy, ze autor cytuje [Theorem 5, 2] w Przy-
ktadzie 5.2.3.

Uwaga 5.2.5. jest zbedna (autor wspomnial juz o tym we wstepie do rozprawy).

Uwaga 5.2.7. jest raczej zbednag zapowiedzig rozdziatéw 6. i 7. Ponadto Uwaga 5.2.7
jest dla mnie zupetnie niezrozumiata. Co to znaczy, ze réwnanie jest rozpatrywane przy
zatozeniu x = y € R? Podobnie nie rozumiem sformulowania podpunktu a).



W dalszej czesci pracy, w podrozdziale 6.2.4., autor nawiazuje do tej uwagi, jednak brak
wystarczajacej precyzji we wprowadzeniu do réwnania (6.2.33) powoduje, ze mozna tylko
domniemywa¢ istote rozpatrywanego problemu. Co to znaczy Let us consider the case
x # y € K? Czy chodzi o rozwazanie réwnania (6.2.28) jako réwnania warunkowego?
Dla jakich z, z rozwazane jest réwnanie (6.2.33)7 Bez tych informacji nie jestem w stanie
zweryfikowaé¢ poprawnosci dowodu Twierdzenia 6.2.2. Juz w pierwszej linii pojawia si¢
watpliwosé co do mozliwosci podstawienia © = z w (6.2.33): czy (2 — §;)z, (2 —\)z € K
dla wszystkich i € {1,...,n}ij€{l,...,m}?

e 65'0: tres¢ rezultatu Gera z [14] powinna zostaé¢ zacytowana w rozdziale 2. z wiadomo-
Sciami wstepnymi.

e Whniosek 6.1.2. powinien zosta¢ uzupetniony o dowod.

e 66'': zamiast {0,...,2} raczej preferowalabym {0, 1,2}; podobna uwaga dotyczy zbioru
{0,...,3} na str. 66-67.

e 66: sformutowanie using similar argument in Chapter 3 jest niewystarczajace — nalezy
sprecyzowaé doktadnie, o ktore miejsce chodzi.

e (65: brak cytowania pracy Ridel i Sahoo.

e Twierdzenie 6.2.2.: inkluzja [0,1] N K C Q oznacza, ze K = Q, a zatem nalezaloby ja
zastapié¢ przez [0, 1] N Q.

Podsumowanie

Chociaz rozprawa zostala zredagowana w sposob budzacy pewne zastrzezenia, to zawiera
merytorycznie poprawne rezultaty (mam nadzieje, ze doktorant rozwieje moje watpliwosci co do
wartosci merytorycznej podrozdziatu 6.2.4. podczas obrony rozprawy doktorskiej). Imponujacy
jest tez dorobek publikacyjny doktoranta: trzy opublikowane prace w czasopismach 70-100 pkt.,
z czego jedna samodzielna, a takze dwie prace wystane do recenzji. Autor nie precyzuje, jaki byt
jego wktad w powstanie publikacji wspotautorskich, jednak rezultaty z samodzielnej publikacji
opublikowanej w czasopismie za 100 pkt. (zawarte w rozdziale 5.) wskazuja na dobry ogdlny
poziom wiedzy teoretycznej kandydata w dyscyplinie matematyka oraz umiejetnosé
samodzielnego prowadzenia pracy naukowej. Dlatego uwazam, ze przedtozona rozprawa
doktorska spetnia wymogi ustawowe i wnosze o dopuszczenie Chisoma P. Okeke do dalszych
etapow przewodu doktorskiego.



