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Symbolic computation on a new class of functional equations

1. Uwagi wstepne

Przedstawiona rozprawa doktorska zostala przygotowana w Instytucie Matematyki Uniwer-
sytetu Slaskiego w Katowicach pod opicka naukowa prof. dra hab. Macieja Sablika. Liczaca 87
stron praca napisana jest w jezyku angielskimi i sktada sie ze wstepu, szedciu rozdzialow oraz
bibliografii zawierajacej 40 pozycji. Ponadto rozprawa zawiera streszczenia w jezyku angielskim
i w jezyku polskim. Poniewaz Autor traktuje wstep jako pierwszy rozdzial pracy, w dalszym
ciagu stosuje przyjeta w niej numeracje rozdziatdw.

Zgodnie z deklaracja doktoranta wszystkie wyniki zaprezentowane w rozprawie pochodza
z publikacji:

[1] T. Nadhomi, C. P. Okeke, M. Sablik, T. Szostok, On a new class of functional equations
satisfied by polynomial functions, Aequationes Math. 95 (2016), 1095-1117,

[2] C. P. Okeke, M. Sablik, Functional equations characterizing polynomial functions and an
algorithm, Results Math. 77 (2022), 125,

[3] C. P. Okeke, Further results on a new class of functional equations satisfied by polynomial
functions, Results Math. 78 (2023), 96

oraz z nastepujacych dwdéch prac, ktére nie byty opublikowane w momencie sktadania rozprawy:

[4] C. P. Okeke, W. Ogala, T. Nadhomi, On symbolic computation of C.P. Okeke functional
equations using python programming language,

[5] C. P. Okeke, M. Sablik, Characterizing locally polynomial functions on convex subsets of
linear spaces.

2. Omoéwienie gléwnych wynikéw rozprawy

W rozprawie rozwazane sa rozwiazania szerokiej klasy réwnan funkcyjnych bedacych uogol-
nieniami réwnania
(1) Flx+y) - F(z) - F(y) ==f(y) +yf(z) dla z,yeR,

badanego wczesniej przez W. Fechnera i E. Gselmann. Rozdzial drugi zawiera podstawowe po-
jecia i fakty dotyczace funkcji wielomianowych. W kolejnych pieciu rozdziatach przedstawione
sa gltéwne wyniki pracy.



W rozdziale trzecim Autor prezentuje wyniki zawarte w pracy [1]. Dotycza one przede wszyst-
kim rozwigzan réwnania funkcyjnego

n
(2) Y yiF(aiw+ By) =xf(y) +yf(x) dla z,y €R,

i=1
gdzien € N, vy, e Riay,0; € Qdlai € {1,...,n} sa ustalone, zas F, f : R — R sa szukanymi
funkcjami. Zauwazmy, ze réwnanie (2) jest naturalnym uogdélnieniem réwnania (1). W drugiej
cze$ci rozdzialu rozwazane sa inne uogdlnienia réwnania (1), a mianowicie

(3) AYF(z) =xf(y) +yf(z) dla z,y€R
(4) AYF(x) —nlF(y) =2f(y) +yf(z) dla z,y€R,

gdzie n € N jest ustalone, A, jest operatorem Frécheta i F, f : R — R sa szukanymi funkcjami.
Autor prezentuje réwniez wynik dotyczacy rozwigzan réwnania

n
(5) Y viF (@ + Biy) + Y1 Fy) = of(y) +yf(x) dla z,y €R,

i=1
gdzien € N, v, € Ri 3, € Qdlai € {1,...,n} sa ustalone, za$ F, f : R — R sa szukany-
mi funkcjami. Waznym narzedziem stosowanym w tym rozdziale jest Lemat Sablika (Lemma
3.1.1), ktéry pozwala stwierdzié, ze jezeli para funkcji (F, f) spelnia réwnanie (2), to f jest
funkcja wielomianowa. Przy dodatkowych zalozeniach mozna pokazaé, ze F' rowniez jest funkcja
wielomianowa (Proposition 3.2.2 i Proposition 3.2.3). Nalezy jednak podkresli¢, ze bez dodatko-
wych zalozen, funkcja F' nie musi wielomianowa (Example 3.2.1). Gléwnym wynikiem tej czesci
rozprawy jest twierdzenie, w ktérym autor pokazuje, ze jezeli para (F, f) spelnia réwnanie (2),
f jest funkcja jednomianowa rzedu k € N U {0}, F jest funkcja jednomianowa rzedu k + 1
i Sk =30 vileu + B;)F £ 0, tor

e w przypadku, gdy k = 0 lub k > 2, funkcje f i F' sa ciagte;
o w przypadku, gdy k£ = 1, mamy nastepujaca sytuacje:
. jezeli 7y yia? # 01 X0, 762 # 0, to f = F = 0;
2. jezeli S0 via? = S 482 = 0, to f jest dowolna funkcja addytywna oraz

Fz) = 52,11:1"(56) dla z€R.

Kolejne dwa twierdzenia dotycza rozwiazan réwnan (3) i (4). Pierwsze z twierdzen méwi, ze para
(F, f) spelnia réwnanie (3) wtedy i tylko wtedy, gdy f = 01 F jest funkcja wielomianowa rzedu
co najwyzej n — 1. W drugim z wymienionych twierdzen doktorant pokazuje, ze jezeli n > 2
i para (F, f) spelnia réwnanie (4), to f = 0, zas F' jest funkcja jednomianowa rzedu n. Przypadek
n = 1 jest rozwazony wczesniej (Proposition 3.2.1). Autor dowodzi réwniez (Proposition 3.2.3),
ze jezeli para funkcji (F, f) spelnia réwnanie (5), to funkcje f i F' sa wielomianowe.

Rozdzial czwarty, oparty na wynikach z pracy [2], poSwiecony jest rozwiazaniom réwnania
funkcyjnego
m
(6) Flx+y)—F(z)— F(y) = Z(aix + b;y) f(oux + Biy) dla z,y € R,
i=1
gdziem € N, a;,b; € Ria;,0; € Qdlai € {1,...,m} sa ustalone, zas F, f : R — R sa szukanymi
funkcjami. Najpierw (Theorem 4.1.1) Autor stwierdza, ze jezeli para (F, f) spelnia réwnanie (6)
i istnieje takie i € {1,...,m}, ze
a; B
™) )

a;

40,

)
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to f jest funkcja wielomianowa stopnia co najwyzej 2m i F jest funkcja wielomianowa stopnia
co najwyzej 2m+ 1. Nastepnie rozwaza rozwiazania (F, f) réwnania (6) przy zalozeniu, ze f jest
funkcja jednomianowa rzedu k € NU{0}, zas F jest funkcja jednomianowa rzedu k + 1. Rozwia-
zan takich dotyczy gléwny rezultat tego rozdzialu (Theorem 4.1.2). Kolejny wynik (Corollary
4.1.1) méwi o rozwiazaniach réwnania (6) w przypadku, gdy spelniony jest dodatkowy warunek
ajo; = bif; = 0dlai € {1,...,m}. W kohcowej czeéci rozdzialu podany jest algorytm wyzna-
czania rozwiazan réwnania (6) w tym przypadku. Pokazane sg réwniez przyklady zastosowan
zaproponowanego algorytmu.

Rozdzial piaty zawiera wyniki z pracy [3]. Autor rozwaza w nim réwnanie funkcyjne

n m
(8) Z ~viF (a;x + bjy) = Z(aix + Biy) f(cix + dyy) dla z,y € R,

i=1 i=1
gdziem,n € N, v; € Ria;,b; € Qdlai € {1,...,n} oraz oj,0; € Ricj,dj € Qdlaj € {1,...,m}
sa ustalone, zas F, f : R — R sa szukanymi funkcjami. Nietrudno zauwazy¢, ze réwnanie (8) jest
wspolnym uogdlnieniem réwnan (2) i (6). W pierwszej czesci rozdzialu w bardzo ogdlny sposéb
przedstawione sg argumenty, na podstawie ktorych doktorant stwierdza, ze jezeli para funkcji
(F, f) spelnia réwnanie (8), to przy pewnych dodatkowych zalozeniach kazda z nich jest funkcja
wielomianowa. Fakt ten stanowi motywacje do rozwazania rozwiazan réwnania (8) w klasie par
funkeji (F, f), gdzie f jest funkcja jednomianowa rzedu k € N U {0}, zas F jest funkcja jed-
nomianowa rzedu k + 1. Takim rozwigzaniom poswiecony jest gléwny wynik rozdziatu piatego
(Theorem 5.1.1). W drugiej czesci rozdzialu pokazane sa zastosowania tego twierdzenia (i Le-
matu Sablika) do wyznaczania rozwiazan szeregu réownan funkcyjnych bedacych szczegdlnymi
przypadkami réwnania (8). Warto wspomnie¢, ze réwnania te maja rozmaite naturalne zrédia
i byly rozwazane przez wielu autoréw.

W pierwszej czesci rozdziatu széstego przedstawiona jest lokalna wersja Lematu Sablika (Lem-
ma 6.1.1). Nastepnie pokazane sa przyklady zastosowan tego rezultatu do wyznaczania rozwiazan
kilku szczegblnych przypadkéw lokalnego odpowiednika réwnania (8).

W rozdziale si6dmym zaprezentowany jest algorytm wyznaczania rozwiazan réwnania (8),
zbudowany gléwnie w oparciu o rezultaty przedstawione w rozdziatach trzecim i piatym. Autor
ilustruje jego dziatanie na wybranych przyktadach.

3. Ocena pracy

Tematyka podjeta w rozprawie jest interesujaca i aktualna, zas przedstawione wyniki sg orygi-
nalnymi rozwiazaniami badanych probleméw. Réwnanie postaci (8) jest uogdlnieniem znanych
rownan funkcyjnych, ktére byly przedmiotem zainteresowania wielu badaczy. Zaproponowane
w rozprawie ujednolicone podejécie do tego typu réwnan zastuguje na uznanie. Pozytywnie oce-
niam réwniez pomyst stworzenia algorytmu pozwalajacego wyznaczaé rozwiazania réwnania (8).
Prezentowanie rozumowania sg na ogot elementarne, ale wymagaja pomystowosci. Warto podkre-
sli¢, ze wiekszos¢ wynikéw zawartych w pracy jest owocem badan prowadzonych we wspolpracy
z innymi naukowcami. W mojej ocenie wskazane byloby zatem podanie przynajmniej ogélnych
informacji dotyczacych wktadu magistra Okeke w uzyskanie poszczegdlnych rezultatow.

Wedlug mnie tytul rozprawy nie odpowiada w pelni jej tresci, sugerujac, ze glownym za-
gadnieniem badanym w pracy jest wspomniany wcze$niej algorytm. W istocie jest on jedynie
zwienczeniem pracy, wykorzystujacym szereg uzyskanych wczesniej wynikéw dotyczacych roz-
wiazan réwnania (8).

Przejde teraz do omdwienia dwoch kwestii dotyczacych merytorycznej zawartosci pracy, do
ktérych mam najwieksze zastrzezenia.

Na poczatku rozdziatu trzeciego autor rozprawy stwierdza, ze Lemat Sablika odgrywa kluczo-
wa role w calej pracy. W dalszej czesci tego rozdziatu (Example 3.2.1) zauwaza, ze w przypadku
réownania (2) Lemat Sablika nie pozwala na ogdt stwierdzi¢, ze F' jest funkcja wielomianowa.
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Doktorant ma réwniez $wiadomos$é tego, ze podobna sytuacja wystepuje w przypadku réwnania
(6), przy czym zastosowanie Lematu Sablika na ogdl nie pozwala tu nawet rozstrzygnaé, czy
funkcja f jest wielomianowa. Swiadczy o tym przedstawiona w rozdziale czwartym szczegélowa
analiza dotyczaca warunku (7) oraz zamieszczony po niej przyklad (Remark 4.1.1 i Example
4.1.1). Wbrew tym spostrzezeniom magister Okeke stwierdza (Theorem 4.1.1), ze jezeli para
funkeji (F, f) spelnia réwnanie (6) i dla pewnego i € {1,...,m} zachodzi warunek (7), to f
jest funkcja wielomianowa stopnia co najwyzej 2m, za$ F' jest funkcja wielomianows stopnia co
najwyzej 2m + 1. Moim zdaniem w twierdzeniu tym pominiete zostalo zalozenie, ktére autor
formutuje w rozdziale trzecim (w wierszu 3 na s. 18). Podobne zastrzezenia odnosza sie do argu-
mentacji zamieszczonej w pierwszej czesci rozdziatu piatego. Ponadto wniosek (Corollary 4.1.1)
réwniez nie jest prawdziwy. Istotnie, np. réwnanie

Flz+y) - F(z) - Fly) =xf(-y) —«f(y) dla z,yeR,

jest spelione przez dowolna pare funkcji (F, f), gdzie F jest funkcja addytywna i f jest funkcja
nieparzysta. Warto pokresli¢, ze dodanie wspomnianego wczesniej zalozenia powoduje, ze wnio-
sek odnosi sie jedynie do réwnan, ktére w prosty spos6b mozna sprowadzi¢ do réwnania (2).
W przypadku takich rownan uzyteczno$é¢ algorytmu, opisanego w drugiej czedci rozdziatu trze-
ciego, jest znikoma. W przypadku dowolnego réwnania spelniajacego warunki (4.1.3) i (4.1.25)
algorytm moze by¢ stosowany jedynie do wyznaczania rozwiazan w klasie par funkcji wielomia-
nowych.

Drugie istotne zastrzezenie dotyczy analizy przykladéw zamieszczonych w rozdziale piatym.
Gléwny rezultat tego rozdzialu (Theorem 5.1.1) udowodniony jest przy zalozeniu, ze Ly :=
S vi(ai+0)F £ 0 Ry i= 37 (aj+B5) (cj+d;)F # 0. Niestety, we wszystkich przyktadach
analizowanych przez autora, poza raczej trywialnym przypadkiem réwnania (5.2.13) (Example
5.2.1), mamy Ly = Ry = 0 dla kazdego k € NU{0}. Wedlug mnie problem ten mozna rozwiazaé
stosujac odpowiednie podstawienia. Wymaga to jednak przedstawienia poprawnej argumentacji,
gdyz ta, ktéra znajduje sie w rozprawie, jest w kazdym ze wspomnianych wczeéniej przypadkéw
bledna.

Przejde teraz do omowienia usterek, ktore zauwazytem w rozprawie.

1. Kluczowa role w pracy odgrywa pojecie funkcji wielomianowej. W rozdziale pierwszym
wprowadzona jest definicja funkcji wielomianowej i podane sa dwa wyniki dotyczace postaci ta-
kich funkcji (Theorem 2.1.2 i Corollary 2.1.1). W dalszej czesci rozprawy pan Okeke wielokrotnie
korzysta z réznych wtasnosci funkcji wielomianowych, bez odwotan do literatury. W szczegdl-
nosci nie odwotuje sie do wynikéw zamieszczonych w podrozdziale 15.9 monografii M. Kuczmy
An Introduction to the Theory of Functional Equations and Inequalities. Cauchy’s equation and
Jensen’s inequality, 2nd edn., Birkhduser, Berlin (2009). Dodajmy, ze monografia ta w ogéle nie
jest cytowana w rozprawie, co moze budzi¢ zdziwienie.

2. Operator wystepujacy po prawej stronie réwnania (2.1.1) nie jest zdefiniowany w rozprawie.
Ponadto w pracy nie podano definicji funkcji jednomianowej.

3. W pierwszym z twierdzen zamieszczonych na s. 5 brak zatozenia dotyczacego podzielnosci
grup G i H. Bez tego zalozenia wypowiedz twierdzenia nie ma sensu.

4. Na s. 7, w wierszach 19-20, powtérzone jest zdanie sformutowane w wierszach 18-19.
5. Na s. 9, w wierszu 9 i na s. 61, w wierszu 8, zamiast M > —1 powinno by¢ M > —1.
6. Na s. 9, w wierszu 20, zamiast ,the right-hand side” powinno by¢ ,the left-hand side”.
7. Na s. 9, w wierszu 3 od dotu, zamiast a(x)5(y) powinno byé a(z) + B(y).

8. Na s. 11, w wierszu 5, zamiast ,degree not greater than” powinno by¢ ,order at most”
(por. Definition 2.1.1). Z kolei, np. na s. 19, w wierszu 16 od dotu, czy na s. 20, w wierszu 7,
zamiast ,,order not greater than” powinno by¢ ,jorder at most”.

9. Na s. 12, w wierszu 9 od dotu, zamiast (4.1.5) powinno by¢ (3.2.9).
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10. Na s. 13, w wierszu 11 od dohu, zamiast 31,y # 0 # S.7 ;737 powinno byé
11. Na s. 13, w warunku (3.2.14), w pierwszym czlonie nie powinien wystepowaé czynnik [,
za$ w drugim nie powinien wystepowaé czynnik «;.

12. Stwierdzenie wystepujace w pierwszym wierszu na s. 17 powinno by¢ szczegdtowo uzasad-
nione.

13. Na s. 19, w wierszu 6 od dohlu i na s. 20, w wierszu 16, zamiast ,,of order 2n + 1” powinno
by¢ ,of order at most 2n + 17.

14. Na s. 20, w wierszu 11 od dotu, znajduje sie¢ odwolanie do wezesniejszego wyniku (Theorem
3.2.2), przy jednoczesnym stwierdzeniu, ze jego zalozenie nie jest spelnione (S, = 0). Ta kwestia
wymaga precyzyjnego wyjasnienia.

15. Nie jest jasne, jaka role w dowodzie Proposition 3.2.3 odgrywa Theorem 3.2.2 (por. ko-
mentarz poprzedzajacy Proposition 3.2.3).

16. W twierdzeniu 4.1.2, w czesci (b) tezy (ii), sformulowanie ,for each” mozna zastapié
przez for some” w przypadku, gdy k& = 1 (co jest oczywiste) i w przypadku, gdy k = 2 (co
wynika z analizy dowodu). Warto rozstrzygnaé te kwestie dla k > 3. Uwaga ta dotyczy réwniez
wynikéw zamieszczonych w rozdziale piatym (Theorem 5.1.1) i rozdziale széstym (Theorem
6.2.2). Zauwazmy ponadto, ze w kazdym z tych twierdzen ostatnie zdanie jest niefortunnie
sformutowane i moze sugerowaé, ze twierdzenie obejmuje wszystkie przypadki, w ktorych funkcja
f nie jest zerowa.

17. Na s. 26, we wzorze (4.1.10), w przedostatnim sktadniku brak czynnika «;.

18. Alternatywa przedstawiona na s. 27, w wierszach 9-10, nie jest prawdziwa. Wobec tego
dalsza cze$é¢ rozumowania wymaga korekty. Podobna uwaga dotyczy alternatyw wystepujacych
na s. 43, w wierszach 3-4 oraz na s. 45, w wierszach 3-4.

19. Nas. 28, w wierszu 6, zamiast — Dy [z A} (v) —yAj(y)] powinno byé¢ — D[z Af (z) +y A (y)].

20. Rozumowanie zamieszczone na s. 28, bezposrednio po réwnosci (4.1.20), powinno zostaé
doprecyzowane.

21. Na s. 31, w wierszu 4, zamiast ,(4.1.3) and (4.1.25)” powinno by¢ ,,(4.1.3) or (4.1.25)”.
Ponadto na tej samej stronie, w wierszu 6, zamiast Example 1 powinno by¢ Example 4.1.1.

22. Na s. 35, w wierszu 2 od dotu, nalezy usunaé¢ odwotanie do (4.4.6).

23. Sformulowanie wystepujace na s. 39, w wierszu 6 od dotu, nie jest precyzyjne (wymaga
zalozenia, ze (ay,by,) jest jedyna para réowna (0,0)).

24. Na s. 41, w wierszach 14 i 18, zamiast if powinno by¢ If. Ponadto nie jest jasne, dlaczego

w wierszu 18 jest mowa o funkcji addytywnej.

25. Na s. 45, w zdaniu rozpoczynajacym sie w wierszu 12, brak uzasadnienia dla przedstawio-
nej alternatywy. Powinna ona by¢ zastapiona uktadem dwéch warunkéw prowadzacym do tezy
twierdzenia. Podobny problem wystepuje na s. 73, w zdaniu rozpoczynajacym sie w wierszu 13.

26. Na s. 46, w wierszu 1, powinno byé¢ Ay # 0, za§ w wierszu 3 nalezy dodaé¢ zalozenie,
ze funkcja A; nie jest zerowa. Ponadto pierwsze zdanie w wierszu 10 na tej samej stronie jest
zbedne.

27. W przypadku réwnan (5.2.15) i (5.2.18) wymagane jest zalozenie, ze x # y.

28. Na s. 63, w wierszu 17, brak czynnika (9)(M1}79).

s t’

29. Na s. 64, w wierszu 14, zamiast X powinno by¢ x.

30. Na s. 68, argumentacja przedstawiona w wierszu 10 nie jest poprawna.
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31. Warunki (6.2.29) i (6.2.30) na s. 69 oraz warunek (6.2.31) na s. 70 mozna sformutowaé
W znacznie prostszy sposob.

32. Warto$¢ parametru k£ w lemacie 6.2.1 wymaga weryfikacji.

33. Na s. 70, na koncu dwéch zdan brak kropki. Ponadto zdanie zamieszczone bezposrednio
po réwnosci (6.2.32) powinno rozpoczynaé sie od If.

34. Na s. 73, w wierszach 7 od dolu i 5 od dotu, zamiast (6.2.34) powinno by¢ (6.2.33).

Wiekszo$¢ ze wskazanych przeze mnie uchybien nie wpltywa w istotny sposéb na ocene meryto-
rycznej zawartodci pracy. Chcialbym natomiast zaznaczy¢, ze niektére z nich znaczgco obnizaja
jej ogélny poziom. Niemniej jednak, moja ocena rozprawy jest pozytywna.

4. Konkluzja

Przedstawiona praca stanowi oryginalne rozwiazanie problemu naukowego i prezentuje ogolna
wiedze teoretyczng autora w dyscyplinie matematyka. Rozprawa pokazuje réwniez, ze pan Okeke
posiada umiejetno$é samodzielnego prowadzenia pracy naukowej w dyscyplinie matematyka.
Wobec tego stwierdzam, ze rozprawa spetnia warunki okreslone w art. 187 ustawy z dnia 20
lipca 2018 r. - Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz. U. z 2023 r. poz. 742, 1088 i 1234)
i wnioskuje o dopuszczenie magistra Chisoma Prince Okeke do dalszych etapow
postepowania o nadanie stopnia doktora w dyscyplinie matematyka.



