
Dr hab. Bªa»ej Szepietowski, prof. UG
Uniwersytet Gda«ski
Wydziaª Matematyki, Fizyki i Informatyki
ul. Wita Stwosza 57, 80-309 Gda«sk
blazej.szepietowski@ug.edu.pl

Recenzja dorobku naukowego dr in». Roksany Sªowik w post¦powaniu
o nadanie stopnia doktora habilitowanego.

Uwagi wst¦pne.

Pani dr in». Roksana Sªowik, zwana dalej Habilitantk¡ uzyskaªa stopie« doktora
w 2013 roku na Uniwersytecie �l¡skim, na podstawie rozprawy doktorskiej na
temat �Podgrupy grupy Vershika-Kerova�. Od 2013 roku pracuje jako adiunkt na
Wydziale Matematyki Stosowanej w katedrze Matematyki Politechniki �l¡skiej.

Ocena osi¡gni¦cia pod tytuªem �Macierze trójk¡tne niesko«czone sko«-
czonego rz¦du oraz ich iloczyny�.

Jako osi¡gni¦cie wymagane w art. 219 ust. 1 pkt. 2 lit. b ustawy z dnia
20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wy»szym i nauce, zwanej dalej Ustaw¡,
Habilitatnka przedstawia cykl siedmiu prac pod tytuªem �Macierze trójk¡tne nie-
sko«czone sko«czonego rz¦du oraz ich iloczyny�. Prace zostaªy opublikowane w
czasopismach, których ewaluacja w wykazie czasopism punktowanych ogªoszonym
przez Ministra Edukacji i Nauki dnia 9 lutego 2021 r. przedstawia si¦ nast¦puj¡co:

� Linear Algebra and its Applications (3 prace) � 100 p.

� Journal of Algebraic Combinatorics (1 praca) � 100 p.

� Linear and Multilinear Algebra (2 prace) � 70 p.

� Indian J. Pure Appl. Math. (1 praca) � 20 p.

Jest to cykl jednotematyczny speªniaj¡cy wymagania wymienione w art. 219 ust.
1 pkt. 2 lit b. Ustawy.

Tematyka cyklu le»y na pograniczu algebry liniowej, teorii grup i kombinato-
ryki. Prace [A1-A4], opublikowane w latach 2013-2014, a wi¦c zaraz po doktora-
cie, dotycz¡ grup macierzy trójk¡tnych, niesko«czonych lub sko«czonego stopnia.
Niech T∞(K) oznacza grup¦ niesko«czonych macierzy górnotrójk¡tnych o wspóª-
czynnikach w ciele K. Niech T∞(K) (odpowiednio ±UT∞(K)) oznacza podgrup¦
grupy T∞(K) skªadaj¡c¡ si¦ z macierzy, których wszystkie wspóªczynniki le»¡ce
na gªównej przek¡tnej s¡ równe 1 (odpowiednio 1 lub −1). Analogiczne grupy
macierzy sko«czonego stopnia n oznacza si¦ przez Tn(K), UTn(K) i ±UTn(K).
Zaczn¦ od omówienia prac:
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[A2] R. Sªowik, Involutions in triangular groups, Linear Multilinear Algebra 61(7)
(2013), 909-916.

[A4] R. Sªowik, How to construct a triangular matrix of a given order, Linear
Multilinear Algebra 62(1) (2014), 28�38.

Gªównym wynikiem pracy [A2] jest twierdzenie charakteryzuj¡ce inwolucje, to
znaczy elementy rz¦du 2 w grupach Tn(K) i T∞(K), gdzie K jest ciaªem o cha-
rakterystyce ró»nej od 2. Zawiera ono warunki (konieczne i wystarczaj¡ce) jakie
musz¡ speªnia¢ wspóªczynniki macierzy trójk¡tnej, aby byªa ona inwolucj¡. Twier-
dzenie to pozwala na konstruowanie inwolucji g w nast¦puj¡cy sposób. Zaczynamy
od wybrania wspóªczynników gii le»¡cych na gªównej przek¡tnej, które musz¡ by¢
równe 1 lub −1. Nast¦pnie wybieramy wspóªczynniki gi,i+1 le»¡ce bezpo±rednio
nad gªówn¡ przek¡tn¡. W kolejnym kroku wybieramy wspóªczynniki gi,i+2 na
nast¦pnej przek¡tnej i tak dalej. W ka»dym kroku tej konstrukcji jeste±my w sta-
nie wybra¢ wspóªczynniki w taki sposób, »eby speªniaªy wymienione w twierdze-
niu warunki. Twierdzenie to zostaªo wykorzystane przez Habilitantk¦ w pracach
[A1,A5,A6]. Mo»e by¢ ono tak»e u»yte do zliczania inwolucji w grupach Tn(K) w
sytuacji, gdzie K jest ciaªem sko«czonym. W pracy [A2] Habilitatntka wyznaczyªa
liczby inwolucji w Tn(K) dla dowolnego sko«czonego ciaªa K. Otrzymane liczby
s¡ wielomianami zmiennej q = |K|.

W pracy [A4] wyniki uzyskane w [A2] dla inwolucji zostaªy uogólnione na przy-
padek elementów dowolnego sko«czonego rz¦du. Gªównym wynikiem jest twier-
dzenie charakteryzuj¡ce elementy sko«czonego rz¦du k w grupach Tn(K) i T∞(K),
gdzieK jest ciaªem o charakterystyce nie b¦d¡cej dzielnikiem k. Twierdzenie to ma
tak¡ sam¡ struktur¦ jak gªówne twierdzenie pracy [A2]. Dowód jest trudniejszy, bo
rozwa»ane s¡ wy»sze pot¦gi macierzy. Tak»e zastosowanie gªównego twierdzenia
do zliczania elementów rz¦du k w grupach Tn(K) w sytuacji, gdzie K jest ciaªem
sko«czonym, jest analogiczne do tego z pracy [A2]. Uzyskane wzory s¡ znacznie
bardziej skomplikowane.

[A1] R. Sªowik, Expressing in�nite matrices as products of involutions, Linear
Algebra Appl. 438(1) (2013), 399�404.

W pracy [A1] Habilitatntka dowodzi, »e dla dowolnego ciaªa K o charaktery-
styce ró»nej od 2, ka»dy element grupy ±UT∞(K) lub ±UTn(K) jest produktem
co najwy»ej czterech inwolucji. Habilitantka podkre±la w swoim autoreferacie,
»e twierdzenie to jest prawdziwe tak»e dla ciaª charakterystyki 2, co ªatwo wy-
nika z dowodu Twierdzenia 1.1 w pracy [A1], gdzie zostaªo to niestety przeoczone.
Pomijaj¡c kwesti¦ zb¦dnego zaªo»enia, twierdzenie jest zgrabne, a jago dowód po-
mysªowy i elegancki. Warto je porówna¢ (co Habilitatntka zrobiªa zarówno w
pracy [A1] jak i w autoreferacie) z twierdzeniem, które w 1967 udowodnili Gu-
stafson, Halmos i Radjavi: Dla dowolnego ciaªa K ka»da macierz A ∈ GLn(K),
taka »e detA = ±1 jest iloczynem co najwy»ej czterech inwolucji. Nale»y przy
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tym podkre±li¢, »e praca [A1] nie na±laduje dowodu zacytowanego twierdzenia.
Dowód z pracy [A1] opiera si¦ na wªasno±ciach macierzy trójk¡tnych, a przy tym
jest caªkiem elementarny w tym sensie, »e nie korzysta z »adnego zaawansowanego
aparatu matematycznego.

[A3] R. Sªowik, On products of matrices of a �xed order, Linear Algebra Appl.
446 (2014), 104-114.

Praca [A3] po±wi¦cona jest problemowi generowania grup Tn(K) i T∞(K) przez
elementy ustalonego sko«czonego rz¦du. Gªównym wynikiem jest nast¦puj¡ce
Twierdzenie 1.2.

Niech K b¦dzie ciaªem o q elementach, q > 2 i niech G oznacza grup¦ T∞(K)
lub Tn(K) dla pewnego n ∈ N. Wtedy G jest generowana przez zbiór elemen-

tów rz¦du q − 1. Ponadto, ka»dy element G jest produktem co najwy»ej czterech

elementów, których rz¦dy s¡ dzielnikami q − 1.

Zauwa»my, »e ostatnie zdanie powy»szego twierdzenia wynika natychmiast z gªów-
nego twierdzenia pracy [A1], jako »e 2 jest dzielnikiem q− 1. Dopiero po przeczy-
taniu dowodu mo»na si¦ zorientowa¢ o co w tym zdaniu naprawd¦ chodzi. Habili-
tantka wykazaªa, »e dowolny element grupy G jest produktem czterech elementów,
z których trzy maj¡ rz¡d równy q − 1, a czwarty jest macierz¡ diagonaln¡, której
rz¡d jest dzielnikiem q−1. Taka macierz diagonalna jest produktem pewnej liczby
diagonalnych macierzy rz¦du q− 1, a st¡d wynika, »e G jest generowana przez ele-
menty rz¦du q−1. Ten ostatni argument czytelnik musi sam sobie dopowiedzie¢, bo
w pracy go brakuje. Ciekawym wnioskiem z przytoczonego powy»ej Twierdzenia
1.2 jest Twierdzenie 1.3 mówi¡ce o tym, »e tak»e grupy GLn(K) s¡ generowane
przez elementy rz¦du q − 1 (przy takich samych zaªo»eniach jak w Twierdzeniu
1.2). Wynika to z dobrze znanego faktu, »e ka»da macierz nieosobliwa jest iloczy-
nem macierzy (górno- i dolno-) trójk¡tnych. Oba twierdzenia uwa»am za ciekawe,
rzucaj¡ce nowe ±wiatªo na problem generowania klasycznych grup macierzowych.
Dowód jest pomysªowy. Pewne jego elementy pochodz¡ z pracy [A1]. Wykorzy-
stana jest te» charakteryzacja macierzy trójk¡tnych ustalonego sko«czonego rz¦du
udowodniona w pracy [A4].

Prace [A5,A6,A7] opublikowane w latach 2020�2022 po±wi¦cone s¡ grupie Rior-
dana R(F ). Elementami tej grupy s¡ pary formalnych szeregów pot¦gowych
(d(t), h(t)) o wspóªczynnikach w pier±cieniu F , gdzie d(t) = d0 + d1t+ d2t

2 + . . . ,
h(t) = h1x+ h2t

2 + h3t
3 + . . . , d0, h1 ̸= 0. Ka»dej takiej parze odpowiada niesko«-

czona macierz dolnotrójk¡tna M , zwana macierz¡ Riordana, taka »e d(x)[h(x)]i

jest funkcj¡ tworz¡c¡ i-tej kolumny M . Mno»enie w grupie Riordana jest zgodne
z mno»eniem odpowiadaj¡cych macierzy, co oznacza, »e R(F ) jest izomor�czna z
podgrup¡ grupy niesko«czonych macierzy dolnotrójk¡tnych o wspóªczynnikach w
F . Przyznaj¦, »e o grupie Riordana dowiedziaªem si¦ po raz pierwszy dopiero z
autoreferatu Habilitatntki. Tªumacz¦ to tym, »e grupa ta jest mocno zakorzeniona
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w kombinatoryce, a zatem poza obszarem moich zainteresowa« badawczych. Zde-
�niowaª j¡ Luis Shapiro wspólnie z innymi autorami w artykule z 1991 roku, który
wedªug bazy Web of Scence byª cytowany 366 razy. W bazie MathSciNet mo»na
zle¹¢ przeszªo 150 publikacji z �Riordan array� lub �Riordan group� w tytule, z
czego wi¦kszo±¢ pochodzi z okresu ostatnich 20 lat.

[A5] R. Sªowik, Some new facts about (pseudo) involutions in the Riordan group,
Indian J. Pure Appl. Math. 51(4) (2020), 1769�1777.

Praca [A5] po±wi¦cona jest pseudo inwolucjom w grupie Riordana R(R). Z de-
�nicji, element R grupy R(F ) jest pseudo inwolucj¡ je»eli RĨ jest inwolucj¡, gdzie
Ĩ = (1,−t). Jako motywacj¦ do rozwa»a« opisanych w pracy [A5] Habilitantka
wskazuje dwa pytania o posta¢ inwolucji w grupie Riordana postawione przez L.
Shapiro (w autoreferacie zacytowane jest nieco inne pytanie ni» w pracy [A5]).
Jednocze±nie Habilitantka przyznaje, »e otrzymany przez ni¡ wynik �nie caªkiem
odpowiada� na te pytania. Gªówny wynik pracy [A5] jest nast¦puj¡cy. Zaªó»my, »e
(d(t), h(t)) ∈ R(R) jest pseudo inwolucj¡ o nieujemnych wspóªczynnikach i d1 ̸= 0.
Wtedy h(t) jest jednoznacznie wyznaczone przez d(t). Ostatnie zdanie oznacza, »e
wspóªczynniki h(t) mo»na wyrazi¢ za pomoc¡ wspóªczynników d(t). Jest to maªo
konkretny wynik, poniewa» w pracy nie podano jawnych wzorów na wspóªczynniki
h(t). Co wi¦cej, nie dla ka»dego d(t) istnieje takie h(t), »e (d(t), h(t)) jest pseudo
inwolucj¡. Dowód wykorzystuje charakteryzacj¦ inwolucji w grupie niesko«czo-
nych macierzy trójk¡tnych z pracy [A2]. Praca [A5] jest zdecydowanie najsªabsz¡
w caªym cyklu i zostaªa opublikowana w sªabym czasopi±mie, które mocno odstaje
poziomem od pozostaªych.

[A6] R. Sªowik, More about involutions in the group of almost-Riordan arrays,
Linear Algebra Appl. 624 (2021), 247-258.

W pracy [A6] badane s¡ inwolucje w grupach macierzy prawie-Riordana b¦d¡-
cych uogólnieniem grupy Riordana. Grupa macierzy prawie Riordana stopnia n,

oznaczana przez R(n)(F ), skªada si¦ z macierzy postaci

(
an 0
B R

)
, gdzie an jest

nieosobliw¡ macierz¡ dolnotrójk¡tn¡ stopnia n, a R jest niesko«czon¡ macierz¡
Riordana. Gªówne twierdzenie pracy [A6] mówi, »e ka»da macierz prawie-Riordana
b¦d¡ca inwolucj¡ jest sprz¦»ona z diagonaln¡ macierz¡ prawie-Riordana. Analo-
giczne twierdzenie dla macierzy Riordana b¦d¡cych inwolucjami zostaªo udowod-
nione 13 lat wcze±niej przez Cheona i Kima i stanowi ono punkt wyj±cia dla pracy
[A6]. U»ywaj¡c gªównego twierdzenia, Habilitantka podaje w pracy [A6] przykªady
inwolucji w grupach R(n)(F ) oraz charakteryzacj¦ inwolucji pewnej szczególnej po-
staci.

[A7] R. Sªowik, Products of Riordan arrays of �nite orders, J. Algebr. Comb. 56
(2022), 1055�1062.

Celem pracy [A7] jest odpowied¹ na pytanie, które elementy grupy Riordana
R(C) s¡ produktami elementów sko«czonego rz¦du. Gªówne twierdzenie tej pracy
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mówi, »e dowolna macierz R z grupy R(C), której gªówna przek¡tna skªada si¦
z elementów 1 lub −1 jest produktem co najwy»ej pi¦ciu elementów sko«czonego
rz¦du. Wiadomo, »e nie ka»da taka macierz jest produktem inwolucji, a wi¦c twier-
dzenie analogiczne do gªównego wyniku pracy [A1] nie jest prawdziwe dla grupy
Riordana. Jednak wiadomo dokªadnie, które elementy grupy R(C) s¡ produktami
inwolucji. Ponadto, je±li element R mo»e by¢ zapisany jako produkt inwolucji, to
cztery inwolucje wystarcz¡ (Luzón, Morón, Prieto-Martinez 2022). Habilitatntka
dowodzi w [A7], »e je±li R nie jest produktem samych inwolucji, to jest produktem
trzech inwolucji i dwóch elementów wy»szego sko«czonego rz¦du.

Wedªug bazy Web of Science, prace cyklu [A1-A7] byªy cytowane 13 razy, nie
licz¡c autocytowa«, w tym 9 razy praca [A1]. Wi¦kszo±¢ z tych cytowa« pochodzi
z lat 2020-2022 co ±wiadczy o aktualno±ci tematyki badawczej. Praca [A6] z roku
2021 ma ju» dwa cytowania. S¡dz¦, »e tak»e praca [A7], która ukazaªa si¦ (online)
w lipcu 2022 roku ma potencjaª do bycia cytowan¡. W tym miejscu pozwol¦ sobie
wyrazi¢ rozczarowanie faktem, »e Habilitantka nie udost¦pnia preprintów swoich
prac w repozytorium arXiv. Mogªoby to przyspieszy¢ oddziaªywanie jej prac na
±rodowisko naukowe.

Za najciekawsze uwa»am wyniki uzyskane w pracach [A1,A3]. Co wa»ne, doty-
cz¡ one zarówno macierzy sko«czonego stopnia jak i niesko«czonych. Praca [A1]
jest najcz¦±ciej cytowan¡ publikacj¡ Habilitantki. Gªówne twierdzenie tej pracy
zostaªo uogólnione na przypadek macierzy o wspóªczynnikach w pewnych pier-
±cieniach (X.Hou at al. 2017). W±ród prac cytuj¡cych [A1] znajduj¡ si¦ tak»e
artykuªy po±wi¦cone problemowi rozkªadu macierzy symplektycznych na iloczyn
komutatorów. Wyniki prac [A6, A7] nawi¡zuj¡ do tych uzyskanych w [A1, A3] ale
dotyczn¡ ju» wyª¡cznie niesko«czonych macierzy Riordana lub prawie-Riordana i
maj¡ inny, bardziej kombinatoryczny charakter. Habilitantka wykazaªa si¦ w nich
du»¡ zr¦czno±ci¡ i wyczuciem. Prace [A2,A4] to z kolei prace bardziej techniczne,
ale odgrywaj¡ce wa»n¡ rol¦ w caªym cyklu.

Przedstawiony do oceny cykl publikacji stanowi rezultat solidnej i konsekwent-
nej pracy naukowej, chocia» nie zawiera on gª¦bokich twierdze«, ani nie wprowadza
nowych metod badawczych. Wszystkie prace s¡ dobrze napisane. Tematyka cyklu
dotyczy macierzy, które nale»¡ do najbardziej podstawowych obiektów, odgrywa-
j¡cych bardzo istotn¡ rol¦ w matematyce i jej zastosowaniach. Ka»de niebanalne
twierdzenie dotycz¡ce macierzy uznaªbym wi¦c za warto±ciowe. Trzy publikacje
po±wi¦cone macierzom Riordana dotycz¡ aktualnej tematyki ª¡cz¡cej algebr¦ z
kombinatoryk¡. Podoba mi si¦, »e Habiltantka nie zasklepiªa si¦ w w¡skiej tema-
tyce i ±miaªo wkroczyªa na nowy grunt badawczy, podejmuj¡c nowe wyzwania.
Podsumowuj¡c, oceniam, »e cykl prac [A1-A7] stanowi istotny wkªad w rozwój
matematyki.

Ocena pozostaªego dorobku naukowego

�¡czny przedstawiony do oceny dorobek naukowy Habilitantki liczy 42 publikacje.
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To bardzo du»a liczba jak na dziesi¦¢ lat pracy badawczej, zwªaszcza »e tylko dwie
z tych publikacji s¡ wspóªautorskie. Ponad poªowa prac zostaªa opublikowana w
czterech czasopismach: Linear Algebra and its Applications (7 artykuªów, w tym
1 errata), Linear and Multilinear Algebra (12 artykuªów, w tym 2 erraty), Com-
minications in Algebra (3 artykuªy) i Results in Mathematics (3 artykuªy). S¡
to dobre czasopisma. W dorobku Habilitatnki znajduje si¦ te» kilka publikacji w
sªabszych czasopismach. Jak wida¢, Habiltatnka najcz¦±ciej publikuje w dwóch te-
matycznych czasopismach po±wi¦conych algebrze liniowej: Linear Algebra and its
Applications oraz Linear and Multilinear Algebra, co jest naturalne przy jej tema-
tyce badawczej. Szkoda jednak, »e w jej dorobku nie ma cho¢ jednej publikacji w
czasopi±mie z wy»szej póªki, lub bardzo dobrym czasopi±mie ogólnoalgebraicznym,
jak na przykªad Journal of Algebra.

Wszystkie prace Habilitantki dotycz¡ zagadnie« zwi¡zanych z grupami lub pier-
±cieniami macierzy sko«czonego stopnia lub niesko«czonych. Habilitantka szczegó-
ªowo opisaªa w sowim autoreferacie wybrane wyniki nie wchodz¡ce w skªad cyklu
[A1-A7], dziel¡c swój dorobek publikacyjny na kilka w¡tków tematycznych. Jest
w¡tek zwi¡zany z badaniem ró»nych grup macierzy niesko«czonych i ich podgrup
[B1-B6], bardzo obszerny w¡tek po±wi¦cony odwzorowaniom okre±lonym na gru-
pach b¡d¹ pier±cieniach macierzy niesko«czonych [C1-C15], w¡tek macierzy Rior-
dana [E1-E4] oraz grupa prac równie» po±wi¦conych niesko«czonym macierzom, ale
nie pasuj¡cych do pozostaªych w¡tków [D1-D7]. Lektura tej cz¦±ci autoreferatu
byªa dla mnie trudna, poniewa» wi¦kszo±¢ opisanych tam wyników ma techniczny
charakter, a ich sformuªowanie wymaga wprowadzenia coraz to nowych de�nicji.
Moje ogólne wra»enie z tej lektury jest jednak pozytywne, bo okazuje si¦, »e tema-
tyka badawcza Habilitantki jest zró»nicowana, a wachlarz podejmowanych przez
ni¡ zagadnie« caªkiem szeroki. Za szczególnie obiecuj¡cy uwa»am w¡tek macierzy
Riordana, poniewa» jest to aktualna tematyka ª¡cz¡ca algebr¦ z kombinatoryk¡.

Wedªug bazy Web of Science, wszystkie prace Habilitantki byªy cytowane 58
razy, nie licz¡c autocytowa«, co jest caªkiem dobrym wynikiem.

Ocena aktywno±ci naukowej

Du»¡ sªabo±ci¡ wniosku jest brak informacji o kierowaniu projektami �nansowa-
nymi ze ¹ródeª zewn¦trznych lub udziale w takich projektach w roli wykonawcy.
To si¦ przekªada na maª¡ liczb¦ wyst¡pie« na zagranicznych konferencjach (cztery)
i sªab¡ wspóªprac¦ z matematykami z zagranicznych o±rodków (dwie publikacje ze
wspóªautorami z zagranicy). To ostatnie mo»e te» wynika¢ po cz¦±ci z charakteru
i stylu pracy Habilitantki, bo w jej dorobku zdecydowanie przewa»aj¡ prace samo-
dzielne. Habilitantka podaªa informacj¦ o pobycie naukowym w Lizbonie w 2019
roku.

Konkluzja

Pomimo opisanych powy»ej sªabo±ci, moja ocena osi¡gni¦¢ naukowych pani dr
Roksany Sªowik jest pozytywna. Uwa»am, »e przedstawione do oceny osi¡gni¦cia
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stanowi¡ znaczny wkªad w rozwój matematyki, speªniaj¡ wymagania wymienione
w art. 219 ust. 1 pkt. 2 Ustawy, a pani dr Roksana Sªowik zasªuguje na stopnie«
doktora habilitowanego.

Gda«sk, 28 maja 2023
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