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Recenzja rozprawy habilitacyjnej
Macierze trogkgtne nieskonczone skonczonego rzedu oraz ich iloczyny
oraz dorobku naukowego
dr Roksany Stowik

Na rozprawe habilitacyjng doktor Roksany Stowik sktada sie siedem samodzielnych
prac opublikowanych w bardzo dobrych czasopismach matematycznych:

[A1] R. Stowik, Ezpressing infinite matrices as products of involutions, Linear Algebra
Appl. 438(1) (2013), 399-404.

[A2] R. Stowik, Involutions in triangular groups, Linear Multilinear Algebra 61(7)
(2013), 909-916.

[A3] R. Stowik, On products of matrices of a fized order, Linear Algebra Appl. 446
(2014), 104-114.

[A4] R. Stowik, How to construct a triangular matriz of a given order, Linear Multi-
linear Algebra 62(1) (2014), 28-38.

[A5] R. Stowik, Some new facts about (pseudo) involutions in the Riordan group,
Indan J. Appl. Math. 54(4) (2020), 1769-1777.

[A6] R. Stowik, More about involutions in the group of almost-Riordan arrays, Linear
Algebra Appl. 624 (2021), 247-258.

[A7] R. Stowik, Products of Riordan arrays of finite orders, J. Algebra Comb., w
druku.

Rozprawa habilitacyjna doktor Roksany Stowik jest jednotematycznym cyklem pu-
blikacji i dotyczy faktoryzacji réznorodnych nieskoniczonych macierzy ze szczegdlnym
uwzglednieniem rozktaddéw, ktorych czynniki sg inwolucjami. Doktadniej, przez macierz
nieskonczona Autorka rozumie dowolna funkcje M : NxN — R, gdzie R jest pierscieniem
z jedynkg 1, przy czym M mozna naturalnie utozsami¢ z N x N-macierza [m;; j—12. .,
gdzie m;; = M(i,j) dla wszystkich ¢,j € N. Dodawanie tych macierzy jest okreslone
po wspotrzednych, zas iloczyn M N macierzy M i N jest okreslony jedynie w przy-
padku, gdy dla dowolnych 7,7 € N zbiér {k € N : my, - ny; # 0} jest skorficzony i
[MN]ij = Y gpen Mk - . Dla ustalonego pierscienia R wprowadzono nastepujace ozna-
czenia waznych pierscieni macierzy nieskonczonych o wspotrzednych z R:

o Mcs(R) - pierScien macierzy, ktorych kazda kolumna posiada jedynie skonczong
liczbe niezerowych wspotrzednych,

o Mp¢(R) - pierScien macierzy, ktérych kazdy wiersz posiada jedynie skoficzong liczbe
niezerowych wspotrzednych,



® Mrcy(R) = Mcy(R) N Mgys(R),

e 7 (R) - pierscien macierzy gérnotrojkatnych, czyli takich macierzy M, ze [M];; = 0
dla wszystkich 7,7 € N takich, ze 7 > j.

Duze znaczenie pierscieni Mc(R) i Mpp(R) wynika miedzy innymi z twierdzenia K.
R. Goodearla o tym, ze kazda taczna algebra nad ciatem F' przeliczalnego wymiaru ma
wierng reprezentacje w algebrze Mpcr(F).

Dodatkowo dla dowolnego ciata F' Autorka przez T, (F') oznacza grupe elementow
odwracalnych pierscienia 7 (F), przez UT(F') oznacza podgrupe grupy T (F) ztozona
z macierzy M takich, ze [M];; = 1 dla wszystkich i € N, a przez +UT,(F') podgrupe
ztozona z macierzy M takich, ze [M]; = +1 dla wszystkich ¢ € N. Dowolny element
rzedu dwa grupy nazywamy inwolucja tej grupy.

Omoéwienie rozprawy habilitacyjnej. Za gtéwne wyniki uzyskane w pracach [Al]
i [A2] uwazam nastepujace:

Twierdzenie 1. Niech F bedzie ciatem charakterystyki roznej od 2. Macierz T =
[tij] € Too(F) jest inwolucjg wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sq warunki:

(i) ti; € {1,—1} dla wszystkich i € N,

(11) dla wszystkich i,j € N, gdzie i < j oraz t; = —tj;, element t;; moze byc¢ wybrany

dowolnie,
(11i) dla wszystkich i,j € N, gdzie i < j oraz t;; = t;;, element t;; =0, jesli j =i+ 1
oraz tij = _(Qtzz)_l : ;;}+1 tip : tpj; ]CS/le >4+ 1.

Twierdzenie 2. Dia dowolnego ciala F' kazdy element grupy U T (F) jest iloczynem
co najwyzej czterech inwolucyi.

Twierdzenie 3. Jesli macierz G = [g;;] € UTx(F'), gdzie F' jest dowolnym cialem,
spetnia warunek: g; ;41 # 0 dla wszystkich i € N, to G jest iloczynem co najwyzej dwoch
inwolucyi z grupy £UT(F).

Warto podkresli¢, ze chociaz uzyskane rezultaty maja swoje odpowiedniki w przestrze-
niach Hilberta oraz dla macierzy skonczonych stopni, to Autorka uzyta zupelnie innych
metod i pomystéw dowodzac najpierw twierdzen 1 i 2, a nastepnie wyprowadzajac stad
twierdzenie 3. Ponadto, metody zastosowane w dowodach tych twierdzen Autorka wyko-
rzystala do badania grupy Vershika-Kerowa G Ly k(F):

GLyg(F) = nLEJN H g g ] . GeGL,(F), K€ Ty(F), H e Man(F)}

G H

0 K

det(G) = £1 oraz K € £UT,(F), to A jest iloczynem co najwyzej pieciu inwolucji.
Na uwage zastuguje takze nastepujacy rezultat z pracy [A2]:

€ GLyg(F),

Mianowicie wykazata, ze dla dowolnego ciala F', jesli A = l



Twierdzenie 4. Niech F bedzie cialem skoriczonym o q elementach, gdzie 2 1 q i
niech n € N oraz niech « =0, gdy 2{n i a = (g), gdy 2 | n. Wéwczas liczba wszystkich
2

inwolucyi grupy T,,(F) wyraza sie wzorem:

n2 n n2—p?

In,F)=aqg® +2- > nep |4 T -

1<p<n,2|n—p

W pracach [A3] i [A4] uogélniono wyniki otrzymane w [Al] i [A2] uzyskujac miedzy
innymi nastepujgce wazne rezutaty:

Twierdzenie 5. Niech k € N\{1} oraz niech F bedzie ciatem, ktdrego charakterystyka
nie dzieli k. Macierz T = [t;j] € T(F) ma rzqd k wtedy @ tylko wtedy, gdy spetnia
nastepujgce warunki:

(i) t5 =1 dla kaidego i € N oraz NWW{ordp«(t;) : i € N} =k,

(i) jesli t;; # t;;, to element t;; moZe byc wybrany dowolnie,

(iii) jesli ti; = tj;, to element t;; = 0, gdy j = i + 1 oraz t;; = —(kty)™ - sij, gdy
J > 1+ 1, przy czym s jest sumq iloczynow postact Ly, - tppy - o .. by 5 PO wSzYstkich
ciggach (ry1,...,rg_1) liczb naturalnych takich, ze i =19 <11 <re < ... <rp1 < J=71%
oraz istnieje u € {0,1,..., k — 1} takie, Ze v, # i lub ry1 # J.

Twierdzenie 6. Niech F' bedzie cialem q-elementowym, gdzie ¢ > 2. Kazdy element
grupy Too(F) jest iloczynem co najwyzej czterech macierzy z Too(F), ktérych rzedy sq
dzielnikami liczby q—1. Ponadto grupa G Ly k(F') jest generowana przez elementy, ktorych
rzedy sq dzielnikami ¢ — 1.

Twierdzenie 7. Niech F bedzie cialem zawierajgcym pierwiastek pierwotny stopnia
k z jedynki. Jesli macierz T = [t;;] € Too(F) spetnia warunek NWWH{ordp«(t;;) : i €
N} =k, to T jest iloczynem co najwyzej czterech macierzy, ktorych rzedy sq dzielnikami
k.

Prace [A5]-[A7] dotycza grup Riordana R(F'). Elementy tej grupy utozsamiane sa
z parami (d(t), h(t)) formalnych szeregéw potegowych zmiennej ¢ nad cialem F' postaci
d(t) = 302 o dnt™, h(t) = 300, hat", gdzie dy, hy # 0. Natomiast mnozenie zadane jest
wzorem:

(d(t), h(t)) + (D(t), H(t)) = (d(t) - D(h(t)), H(h(1)))-

Element odwrotny do (d(t), h(t)) € R(F) jest rowny (d(t), h(t))™' = (d(ﬁl(t)),ﬁ(t)), gdzie

h oznacza szereg formalny odwrotny do h w sensie sktadania szeregéw. Para (d(t), h(t)) €

R(F) jest utozsamiana z Ny x Ng-macierza dolnotréjkatna R = [rp,] nastepujaco:
Tom = [t*]d(t)(h(t))™, przy czym [t"]f(t) = a, dla f(t) = 32, axt®. Zatem:

(d(t), h(t)) = [d(®)|d(t) - h(®)|d(t) - (h(t))*] .. ].



Oznaczmy przez I = [a;;] macierz Riordana taka, 7e a; = (—1)" dla i € Ny oraz a;; =
0 dla wszystkich i # j. Roznorodne problemy zwigzane z macierzami Riordana byly
przedmiotem badan wielu matematykow. Autorka wniosta moim zdaniem istotny wktad
z rozwo] tej teorii dowodzac miedzy innymi nastepujacych rezultatow:

Twierdzenie 8. Niech R = (d(t),h(t)) € R(R) bedzie pseudo-inwolucjg (tzn. RI
jest inwolucjg w R(R)) o elementach nieujemnych takq, ze di # 0. Wtedy szereg h jest
jednoznacznie wyznaczony przez szereq d.

Twierdzenie 9. Niech k > 3 oraz niech hy, hy, hs € C. Wtedy istnieje funkcja h(t) =

o 1 hat™, ktorej rzqd wzgledem sktadania jest rowny k.

Twierdzenie 10. Kazdy element R grupy R(C), ktdérego glowna przekgtna sklada
z samych jedynek, moze by¢ zapisany w postaci iloczynu co najwyzej pieciu macierzy
Riordana skonczonych rzedow. W szczegolnosci, jesli R moze byé zapisana jako iloczyn
mwolucyi, to jest iloczynem co najwyzej czterech inwolucji; w przeciwnym przypadku, R
moze byc¢ zapisana jako iloczyn trzech iwolucyi © dwoch elementow rzedow wiekszych niz
2.

Qo 0
“Os(qe), h(e)) |
d(t) = 0%, dat™, h(t) = 5%, ht™, przy czym ag, do, by # 0, oznaczamy przez RW (F)
i nazywamy macierzami prawie-Riordana stopnia 1. Jedli dla pewnego n € N mamy

Zbiér macierzy postaci gdzie a(t) = o0 0 ant™,

juz zdefiniowany zbiér R (F), to przez RV (F) oznaczamy zbiér macierzy postaci
[ a(tc)iom ; ], gdzie a(t) = 22 ant™, ag # 01 R € RM™(F). Tak zdefiniowane zbiory
macierzy nieskoniczonych R(™ (F) tworza grupy ze wzgledu na mnozenie macierzy. W tej
tematyce Autorka udowodnita miedzy innymi nastepujace:

Twierdzenie 11. Kazda inwolucja grupy R™ (F) jest sprzezona z diagonalng inwo-
lucyg.

Podsumowujac, stwierdzam, ze doktor Roksana Stowik wniosta w swojej rozprawie
habilitacyjnej istotny wktad do ogdlnej teorii macierzy, teorii grup i kombinatoryki, roz-
wigzala szereg problemow stawianych przez matematykéw prowadzacych badania w tym
zakresie, uzyskata nowe wyniki naukowe, wypracowata pewne wtasne metody badawcze,
a wyniki jej rozprawy zostaly opublikowane w bardzo dobrych i widzianych na arenie
miedzynarodowej czasopismach. Mozna wiec uznac, ze spetnione sg wymagania stawiane
przez Ustawe rozprawom habilitacyjnym.

Pozostaly dorobek naukowy. Na pozostalty dorobek naukowy (po doktoracie) dok-
tor Roksany Stowik sktadaja sie wyniki zaprezentowane w kilkudziesieciu pracach opubli-
kowanych w dobrych i widzianych na arenie miedzynarodowej czasopismach matematycz-
nych jak np.: Linear Algebra and its Applications (4 prace), Results in Mathematics (3
prace), Linear and Multilinear Algebra (11 prac), Communications in Algebra (3 prace),



Taiwanese Journal of Mathematics (1 praca). Poza dwiema pracami, wszystkie te arty-
kuty sa samodzielne. Uwazam, ze ten dorobek jest bardzo imponujacy zarowno ze wzgledu
na liczebnos¢ prac, jak tez ze wzgledu na ich znaczenie dla rozwoju m.inn. teorii macierzy
i teorii grup. Autorka zajmuje sie zagadnieniami, ktore sg przedmiotem badan wielu ma-
tematykow. Uzyskane przez nia wyniki wzbudzity tez duze zainteresowanie w srodowisku
specjalistow, co jest widoczne w cytowaniach jej prac. Habilitantka zgrupowata w Auto-
referacie swoj pozostaty dorobek naukowy w pieciu grupach tematycznych B,C, D, E, F'.
Ze zrozumiatych wzgledoéw ogranicze sie do oméwienia go w sposdéb mniej szczegdtowy
niz w przypadku omawiania jej rozprawy habilitacyjnej i bede odwotywal si¢ do pojec i
oznaczen uzytych przez habilitantke w Autoreferacie.

W serii prac z grupy B waznymi rezultatami sa wedlug mnie nastepujace twierdzenia:

e Niech R bedzie pierScieniem tacznym z jedynka, niech m € N i niech H bedzie
podgrupa normalna grupy UT.(R) zawierajaca UTpund,oo(m, R). Wowczas UT o (m, R) C
H.

e Jesli R jest pierdcieniem tacznym z jedynka, stabilnej rangi co nawyzej 1, to UTx (R)
jest komutantem grupy 7T..(R).

e Niech I’ bedzie cialem o co najmniej trzech elementach. Wéwczas kazda podgrupa
UTrs(F), ktéra jest catkowicie niezmiennicza w Trs(F') jest rowna pewnemu wyrazowi
dolnego ciggu centralnego grupy UTgs(F).

e Jedli H jest podgrupa paraboliczna grupy GL,(F3), to istnieje jednoznacznie wy-
znaczona T-sie¢ ideatéw taka, ze H = G(0). Ponadto, jesli H jest podgrupa paraboliczna
grupy G Ly g (Fs), to istnieje jednoznacznie wyznaczona T-sieé¢ idealow taka, ze H = G(0).

e Zbiér macierzy tréjkatnych, ktére w 7,,(C) sa podobne do uogélnionej macierzy
Jordana jest gesty w 75, (C).

W serii prac C' na wyrdznienie zastuguja moim zdaniem nastepujace wyniki:

e Niech F' bedzie cialem o co najmniej trzech elementach. Jesli ¢ jest epimorfizmem
grupy UTo(F'), to istnieja U € UTw(F'), D € Doo(F'), k € Ny oraz epimorfizm o ciata F'
takie, ze p(X) = (Diagp o Inny o7 o Upy)(X).

e Opis automorfizmoéw grup UT . (F) i T (F) dla cial F' mocy wigkszej od 2 (twier-
dzenie 47 z Autoreferatu).

e Opis epimorfizméw pierscienia 7o, (F') dla cial F' mocy wickszej od 2 (twierdzenie
48 z Autoreferatu).

e Opis r6zniczkowan pierscienia 7. (R) dla dowolnego pierscienia tacznego R z jedynka
(twierdzenie 53 z Autoreferatu).

e Niech F' bedzie ciatem charakterystyki réznej od 2 i posiadajacym co najmniej
cztery elementy. Jesli ¢: 7o (F) — T (F) jest surjektywnym, liniowym odwzorowaniem
zachowujacym odwrotnosci, to dla pewnej odwracalnej macierzy T € T (F') zachodzi
jedna z tozsamosci p(X) =T !XT lub p(X) = —T'XT.



Z serii prac D wyroznimy nastepujace rezultaty:

e Opis prawostronnych dzielnikéw zera pierécienia 7., (F') dla dowolnego ciala F
(twierdzenie 77 z Autoreferatu).

e Niech F' bedzie ciatem charakterystyki réznej od 2. Kazda macierz z Mcy(F) jest
suma co najwyzej dziesieciu macierzy o zerowych kwadratach.

e Dla dowolnego ciata F' kazda macierz z Mc¢(F) jest suma co najwyzej czternastu
idempotentow.

e Wyniki uzyskane dla macierzy Hessenberga (twierdzenia 84, 65 i 86 z Autoreferatu).

e Wyniki uzyskane dla macierzy Laurenta (twierdzenia 87 i 88 z Autoreferatu).

W serii prac £ na wyrdznienie zashuguja moim zdaniem nastepujace wyniki:

e Opis postaci Jordana z R(C) (twierdzenie 89 z Autoreferatu).

e Opis macierzy Riordana posiadajacych macierz przejécia (twierdzenie 90 z Autore-
feratu).

e Zalézmy, ze R = [rum| = (d(t), h(t)) jest macierza Riordana wyznaczona przez ciagi
A = (ap,01,0,0,...)1 Z = (20,21,0,0,...), gdzie dy,ap > 0, a1, 29,21 > 0. Jesli rog > 0 i
a1z > apz1, to R jest catkowicie dodatnia, (h,)5%; jest ciagiem czestotliwosci Polyi, ale
(d,,)2, nie jest.

Prace [F1]-[F3] to monografie. Habilitantka jest jednym z wielu wspétautoréw tych
pozycji przeznaczonych gtéwnie dla studentow pragnacych poszerzy¢ swoja wiedze o sze-
regach lub w zakresie teorii mnogosci. Monografie te wzbogacajg dydaktyczny arsenat
habilitantki i wnoszg zauwazalny wktad w popularyzacje matematyki wyzszej.

Reasumujac, stwierdzam, ze przedstawiong do oceny rozprawe habiltacyjna
i dorobek nalezy uznaé¢ za w petni spelniajace zwyczajowe i ustawowe wyma-
gania i w zwigzku z tym, wnosze o dopuszczenie doktor Roksany Stowik do
dalszych etapow przewodu habilitacyjnego.

Biatystok, 4 maja 2023 Romuald Ryszard Andruszkiewicz



