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Wstep

Na niniejszg dysertacje sktadaja sie wyniki autora uzyskane podczas kilku lat pracy
w Politechnice Slaskiej jako pracownika naukowo-dydaktycznego w Katedrze Matematy-
ki. Chociaz zagadnienia zwigzane z macierzami byty przedmiotem zainteresowania autora
od samego momentu zatrudnienia w 2016 w Politechnice Slaskiej (zob. monografie [21]
oraz prace [22] o twierdzeniu Gerszgorina i Brauera, w ktérych opracowaniu autor aktyw-
nie wspéhuczestniczyl), to jednak zainteresowania matematyczne autora sa dosé rozlegte —
obejmuja m.in.: teorie macierzy, analize funkcjonalng, teorie¢ miary oraz rachunek prawdo-
podobienstwa.

Tematyka dysertacji miesci si¢ w szeroko rozumianej teorii macierzy. Wyrézniono w niej
dwa gtéowne rozdziaty i trzeci dodatkowy. Pierwszy rozdzial zwiazany jest z nieréwno-
Sciami macierzowymi, a sScislej z nieréwnoscig Hadamarda i nierownoscia von Neumanna.
Natomiast na drugi rozdzial sktada sie problematyka przeksztatcen liniowych macierzy
kwadratowych, ktére zachowujg pewne wybrane wtasnosci macierzy. Podstawa rozwazan
w tym rozdziale staty sie klasyczne juz twierdzenia uznanych matematykow: Jacques’a Ha-
damarda, Johna von Neumanna, Ferdinanda Frobeniusa, Jeana Dieudonné, Ky Fana oraz
Henryka Minca.

Jesli chodzi o pierwszy rozdzial, to jego tematyka opiera si¢ na nieréwnosci francuskiego
matematyka Jacques’a Salomona Hadamarda (1865-1963) opublikowanej w 1893 roku oraz
nieréwnodci o $ladzie macierzy z 1937 roku autorstwa amerykanskiego matematyka i fizy-
ka wegierskiego pochodzenia Johna von Neumanna (1903-1957). Sktada sie on z trzech
podrozdziatow.

Problematyka pierwszego podrozdziatu jest skierowana na wzmocnienie klasycznej nie-
rownosci Hadamarda. Wprowadzono tu dwa takie wzmocnienia, nazwane odpowiednio per-
mutacyjng nieréwnoscig Hadamarda i zoptymalizowang nieréwnoscig Hadamarda. Obydwa
zostaly juz opublikowane odpowiednio w artykutach [47] i [48]. Autor dysertacji jest ich
wspotautorem. Tym niemniej rezultaty tych prac beda w dysertacji przedstawione w od-
Swiezonej i rozszerzonej formie. Warto zaznaczy¢, ze w pracach [53, 54] chinscy matematy-
cy Xiaodong Zhang i Shangjun Yang' przedstawili odpowiednik permutacyjnej nieréwno-
Sci Hadamarda dla szerszych klas macierzy, tj. dla macierzy catkowicie nieujemnych oraz
F-macierzy, jednak bez warunkéw réwnosci. W pracy [47] niezaleznie od nich udowodniono
permutacyjng nierownos¢ Hadamarda dla szczegdlnych postaci permutacji tacznie z pet-
nymi warunkami réwnosci. Odpowiedzia na wspomniany artykul byta praca [31] Minghua
Lina i Gorda Sinnamona, ktéra co prawda przedstawia permutacyjng nieréwnos¢ Hadamar-
da dla wszystkich nietrywialnych permutacji, ale bez pelnych warunkéw rownosci. Warun-
ki te zostaly podane dopiero w pracy [48] i dodatkowo okraszone niepublikowana nigdzie
wezesniej zoptymalizowang nieréwnosciag Hadamarda.

Praca [53] jest napisana w jezyku chifiskim i bardzo p6zno przebita si¢ do powszechnej literatury —
prawdopodobnie dopiero przy okazji recenzji pracy [31].



W drugim podrozdziale badania poszty tez w strone nieréwnosci von Neumanna dla $la-
dow macierzy. Dowody nieréwnosci von Neumanna podane przez von Neumanna w artyku-
le [44], czy tez Leona Mirsky’ego w artykutach [43] i [42] nie sa proste. Wykorzystywane sa
w nich bardziej zaawansowane narzedzia matematyczne. Dopiero o dowodzie Rolfa Dietera
Grigorieffa, przedstawionym w krétkiej notce [19], mozna powiedzieé, ze jest elementarny.
Wykorzystanie idei Grigorieffa zaowocowato nowym, elementarnym dowodem dla nieréw-
nosci von Neumanna w wersji dla ilo$ci macierzy wiekszej niz dwa. Dodajmy, iz wspomniane
uogolnienie nier6wnosci von Neumanna podane zostato pierwszy raz w artykule [14] przez
Ky Fana. Ponadto udato si¢ doprecyzowa¢ zatozenia w nieréwnosci von Neumanna dla
dwo6ch macierzy hermitowskich, ktéra zostata podana z btedem w monografii [38]. Co cie-
kawe nieréwnosci Hadamarda i von Neumanna maja pewien wspélny watek. Jedna z wersji
nierownosci von Neumanna moze by¢ uzyta do udowodnienia wzmocnionej nieréwnosci Ha-
damarda przedstawionej przez radzieckiego matematyka — Marka Krejna [27], co zostalo
przedstawione w trzecim podrozdziale.

W drugim rozdziale pracy zajeto sie zagadnieniem zachowywania przez przeksztalcenia
linjowe wybranych wlasnosci macierzy. Smiato mozna powiedzieé, ze zagadnienie to stanowi
dzisiaj odrebna gataz teorii macierzy, ktorej poczatkéw nalezy szuka¢ w twierdzeniu mo-
wiacym, iz jesli przeksztalcenie lintowe L, odwzorowujgce zespolone kwadratowe macierze
pewnego ustalonego stopnia w zespolone kwadratowe macierze tego samego stopnia, zacho-
wuge wyznacznik odwzorowywane] macierzy, to istniejg nieosobliwe zespolone macierze P

i Q takie ze det(PQ) = 1, dla ktérych zachodzi:
VX: L(X)=PXQ albo VX:L(X)=PX'Q.

Twierdzenie pochodzi z pracy [16] z 1897 roku i zawdzieczamy go jednemu z klasykéw
algebraicznej teorii macierzy niemieckiemu matematykowi Ferdinandowi Georgowi Frobe-
niusowi (1849-1917). Na podobiefistwo wspomnianego twierdzenia francuski matematyk
Jean Dieudonné (1906-1992) w pracy [12] z 1949 roku przedstawil twierdzenie méwiace, ze
dla macierzy nad dowolnym ciatem nieosobliwe przeksztalcenia liniowe (tj. przeksztatcenia
liniowe o trywialnym jadrze) zachowujace zbiér macierzy osobliwych maja taka sama postaé
jak w powyzszym twierdzeniu Frobeniusa. Wydaje sie, ze dwa powyzsze twierdzenia staly
sie podwalina badan w tej tematyce. Wynikiem pracy wielu autoré6w (m.in.: S. Pierce’a,
M.H. Lima i R. Loewy’ego) w problematyce zachowywania wlasnosci macierzy w wyniku
dziatania przeksztatcen liniowych jest monografia [45].

Podkreslmy, ze wspomniana monografia bynajmniej nie zakonczyta badan w tym te-
macie. Zajmowano si¢ nadal wieloma starymi ale i nowymi zagadnieniami na przyktad
postaciami przeksztatcen liniowych zachowujacych rzedy macierzy, wartosci wtasne i oso-
bliwe [1, 11, 37], zbiory macierzy ortogonalnych [8], unitarnych [35] i nilpotentnych [9], czy
tez funkcje [36]. Czesto rozwazania te byty prowadzone kosztem utraty dowolnosci struktu-
ry, nad ktérg opisane sa macierze. Najczesciej na warsztat badawczy brane byly macierze
nad ciatem liczb zespolonych lub nad dowolnym ciatem algebraicznie domknietym. Inne
pomysty polegaty na ograniczaniu zbioru macierzy przyktadowo do zbioru macierzy syme-
trycznych [10] czy hermitowskich [20].

W dysertacji rozwazono przede wszystkim uogélnienia wspomnianych probleméw w za-
kresie macierzy nad pominigtymi ciatami, ktore nie sg algebraicznie domknigte, nad cialami



skonczonymi, czy nawet nad pierécieniami reszt modulo. Uogdlnienia na dowolne pier-
Scienie sg celem najblizszych badan. Niektore wyniki otrzymane przez autora dysertacji
pominicto w niniejszej pracy ze wzgledu na skomplikowanie teorii jak i dowodéw jej doty-
czacych. Warto zaznaczy¢, ze pewni autorzy réwniez zajeli sie ta tematyka. Przykladowo
znany amerykanski matematyk o polskich korzeniach Henryk Minc w pracy [40] pokazat, ze
wspomniane na poczatku twierdzenie Frobeniusa dziata takze dla macierzy nad dowolnym
ciatem algebraicznie domknietym o charakterystyce zero, natomiast amerykanski matema-
tyk Roy Westwick w artykule [51] ostabit zalozenia twierdzenia Minca do cial algebraicznie
domknietych dowolnej charakterystyki. Kolejni amerykanscy matematycy Marvin Marcus
i Benjamin Nelson Moyls podali pigkny dowd6d standardowej wersji twierdzenia Frobeniusa
w pracy [37] uzywajac do tego celu przeksztalcen liniowych zachowujacych rzad macierzy.

W prezentowanej pracy udato sie pokazac, ze twierdzenie Frobeniusa jest prawdziwe
rowniez dla macierzy nad dowolnym ciatem. Uzyskano pelng klasyfikacje, dla jakich pier-
Scieni reszt modulo twierdzenia te zachodza, a dla ktérych nie. Co wiecej, okazalo sie row-
niez, ze te twierdzenia sg jednoczesnie spetnione dla tych samych pierscieni reszt modulo,
podczas gdy dla pozostalych pierscieni reszt modulo sg one jednoczesnie falszywe (tutaj
oczywiscie warunek nieosobliwosci nalezy zastapi¢ warunkiem zerowania sie wyznacznika
macierzy). Kluczowym okazalo sie tutaj rozréznienie, czy k jest potega liczby pierwszej dla
pierscienia modulo k, czy tez nie jest ta potega.

Innym zagadnieniem zwigzanym z powyzszym twierdzeniem Dieudonné jest pytanie, co
sie dzieje, gdy przeksztatcenie liniowe zachowujace zbiér macierzy osobliwych jest osobliwe
(czyli o nietrywialnym jadrze). Dla twierdzenia dualnego do twierdzenia Dieudonné’a, tj.
mowigcego, ze postac¢ nieosobliwego przeksztalcenie liniowego zachowujgcego nieosobliwe
macierze jest taka sama jak w twierdzeniu pierwotnym, kwestia co si¢ dzieje, gdy prze-
ksztatcenie liniowe zachowujace macierze nieosobliwe jest osobliwe, zostato juz rozwigzane
przez francuskiego matematyka Clémenta de Seguinsa Pazzisa w pracy [49]. W przypadku
pierwszego problemu zaprezentowanego w tym akapicie pelnego rozwigzania jeszcze nie
ma. Kanadyjski matematyk Peter Botta w artykule [7] rozwiazal sytuacje dla cial alge-
braicznie domknietych, uzywajac w dowodzie twierdzenia Hilberta o zerach powszechnie
znanego jako Nullstellensatz Hilberta. Z uzyciem tak mocnego narzedzia wigzal sie przy-
mus ograniczenia si¢ tylko do cial algebraicznie domknietych. W niniejszej pracy udato sie
zrobi¢ duzy krok naprzod, otrzymujac wynik dla dowolnych cial o ilosci elementéw wiek-
szej niz stopien macierzy. Wychodzac z zupelnie innego pomystu, znacznie uproszczono
dow6d wspomnianego twierdzenia. Przypadek szczegdlny, ktéry znaleziono w pracy [30]
dobitnie $§wiadczy o tym, ze poczynione tam zalozenia sg za silne. Przypuszcza si¢ (w tym
autor niniejszej rozprawy), ze rozwazane twierdzenie jest prawdziwe dla dowolnego ciata
bez wzgledu na ilo$¢ jego elementow.

W ostatnim podrozdziale drugiego rozdziatu skupiono si¢ na przeksztatceniach linio-
wych zachowujacych rzad macierzy. Dla wygody ograniczono si¢ tylko do macierzy kwa-
dratowych, chociaz oczywiscie wszystkie przedstawione wyniki mozna sformutowac i udo-
wodni¢ dla macierzy prostokatnych. Gtéwnym problemem zwigzanym z tym zagadnieniem
jest duza roznorodnosé zatozen przedstawianych przez autoréw w swoich pracach. W pre-
zentowanej rozprawie przeprowadzono wiec ujednolicenie gtownych wynikéw dotyczace tej
problematyki, uzupehiajac je o pewne wyniki wtasne. Najwazniejsze prace zwiazane z ta



tematyka to: [3], [13], [37], [40] oraz [51].

Zarowno w pierwszym, jak i drugim rozdziale pracy szeroko sg stosowane metody ogol-
nej teorii macierzy dotyczace wartosci i wektorow wtasnych, wartosci osobliwych i rozktadu
wedtug tych wartosci. Rozwazania wykorzystuja elementy algebry oraz analizy funkcjonal-
nej.

Trzeci rozdziat dysertacji — stanowigcy dodatek — sktada sie z dwoch podrozdziatow
luzniej zwigzanych z tematyka pracy. Pierwszy z nich dotyczy generowania zbioréw ma-
cierzy kwadratowych stopnia 2 nad pierscieniem liczb calkowitych oraz nad pierscieniami
modulo k. Rezultat ten powstal jako poboczny skutek pracy przy drugim rozdziale dy-
sertacji. Drugi z dodatkéw przedstawia twierdzenia, ktore dotycza pewnych specyficznych
przeksztalcen macierzy, zachowujacych osobliwo$é i nieosobliwosé, rzad lub wyznacznik
macierzy, co w pewnym sensie dopelnia tematyke drugiego rozdziatu dysertacji. Prezen-
towane wyniki pochodza z prac [24, 25, 26] autorstwa Jozefa Kalinowskiego z poczatku
lat dwutysiecznych. W dysertacji przedstawiono nowe dowody tych wynikéw. Jest o tyle
istotne, ze oryginalne dowody wymagaly naprawde istotnych korekt.

Wykaz osiagnie¢ autora rozprawy:
a) wspétautorstwo permutacyjnej nieréwnosci Hadamarda — twierdzenie 4, zob. [47];
b) wspdlautorstwo zoptymalizowanej nieréwnosci Hadamarda — twierdzenia 5 i 6, zob. [48];

¢) nowe dowody twierdzen wzorowanych na nieréwnosci von Neumanna dla $ladéw ma-
cierzy — twierdzenia 22, 24 i 25;

) uogdlnienie twierdzenia Frobeniusa na dowolne ciata — twierdzenie 30;
) uogdlnienie twierdzenia Frobeniusa na pierscienie modulo — twierdzenie 35;
f) uogdlnienie twierdzenia Dieudonné na pierscienie modulo — twierdzenie 36;

uogdblnienie twierdzenia Botty na dowolne ciata o mocy wiekszej lub rownej n, gdzie
n jest stopniem macierzy kwadratowej z rozwazanej rodziny tych macierzy — twier-

dzenie 39.

Waznym uzupetlieniem wskazanych osiagnie¢ sa przyktady 1, 2, 5, 6, 7 i 8. Uwypuklaja
one znaczenie zatozen w odpowiednich twierdzeniach.
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1

Nierownosci macierzowe

W tym rozdziale bedziemy przez M.,,(K), U,(K), Uy, (K), H,(K) i H,; (K) oznaczac!
odpowiednio zbior wszystkich macierzy kwadratowych, zbiér macierzy unitarnych, zbior
macierzy poétunitarnych, zbiér macierzy hermitowskich, zbiér macierzy hermitowskich do-
datnio potokreslonych; wszystkie stopnia n (dla macierzy pétunitarnych wymiaru £ x n,
k € N, 2 < k < n) nad ciatem K, gdzie K moze by¢ ciatem liczb rzeczywistych R lub
cialem liczb zespolonych C oraz n € N, n > 2. Dla danej macierzy prostokatnej A nad
ciatem K symbolem A* oznaczamy macierz sprzezona hermitowsko do niej.

Przypomnijmy jeszcze trzy definicje.

Definicja 1. Macierz U € Uy, (K), gdy UU* = 1.

Definicja 2. Macierz H € 'H,(K), gdy H* = H.

Definicja 3. Macierz H € H}(K), gdy H € H,(K) oraz nieréwno$é zHz* > 0 zachodzi
dla kazdego z € K™.

1.1. Mocniejsze wersje nieréwnosci Hadamarda

Macierz Grama zostala wprowadzona do nauki przez dunskiego matematyka Jgrgena
Pedersena Grama w pracy [18] z 1883 roku. Jej definicje przestawimy dla ustalonej dowolnie
przestrzeni unitarnej (U, (-, -)) nad cialem K.

Definicja 4. Macierz kwadratowq:

(wr,20) (z1,22) oo (21,20)
Glar...vay) o | o e )
(Xn, 1) (Tp,mo) -+ (Tp,Tp)
gdzie x1,...,x, € U, nazywamy macierzqg Grama, natomiast jej wyznacznik — gramianem.
Oznaczamy go symbolem T'(xy, ... x,). Zatem mamy:

[(z1,...,2,) =det G(xq, ..., 2y).

W ponizszym twierdzeniu przedstawiono kilka podstawowych wtasnoéci macierzy Gra-
ma i gramianu, ktore zostana wykorzystane w dalszej czesci rozprawy.

1 Zastosowanie oznaczenia pochyta czcionks rodzin macierzy w dysertacji podyktowane jest czytelnoécia
zapisu, a nie zwiazkiem z innymi oznaczeniami stosowanymi w algebrze.



1. Nieréownosci macierzowe 9

Twierdzenie 1. Dla wektoréw 1, ..., x, € U zachodzi:

a) T(zy,...,2,) 20,

b) D(xy,...,2,) =0 2q,...,2, Sq liniowo zalezne,

c) rank G(z1,...,x,) = dim(span{xy,...,z,}),

d) Yo € Sy: 2oy, .- Tom)) = (21,...,2,) (20b. definicje 5),

e) VAeKVYie{l,....n}: Tz, ..., x4, ...2) = MN?T(2, ... 24, ..., T0),

f)VAeKVi,je{l,...,n}i#7:T(xy,...,xi+ Ary, .. xn) =T(21, .0, 2y oo, @)

Dowdad.

a)
b)

Zobacz uwage 1.

Jesli I'(z4,...,x,) = 0, to istnieja skalary k1, ..., k, € K, takie ze:

K,i<{L‘i, l’j> =0
1

n

(2

dla kazdego j € {1,...,n}. Mnozac stronami j-te réwnanie przez ; i sumujac wszyst-
kie réwnania stronami, dostajemy:

2

n n n n n
0= 33 sl ) = (3 w3y ) = | S|
i=1 j=i i=1 j=i i=1
czyli:
n
Z R;T; = 0,
i=1
a wiec wektory xy,...,x, sa liniowo zalezne. Natomiast w druga strone, jesli wek-
tory x1,...,x, sa liniowo zalezne, to wtedy istniejg skalary A;,..., A\, € K, takie ze
zachodzi:

=1

Stad otrzymujemy:

n

> Nilw, ) = <§:1Axx]> = (0,z;) =0

i=1
dla kazdego j € {1,...,n}, a wiec I'(xy,...,2,) = 0.

Jedli dim(span{zy, ..., z,}) = n, to korzystamy z podpunktu b) dowodzonego twier-
dzenia. Zalézmy wiec, ze r = dim(span{zy,...,z,}) < n. Istnieja wtedy parami
rozne indeksy i1,...,4, € {1,...,n}, takie ze wektory z;,,...,z;. sa liniowo nieza-
lezne. Stad, na mocy podpunktu b), zachodzi I'(z;,, ..., x; ) # 0, czyli pewien minor
stopnia r macierzy G(x1,...,x,) jest niezerowy, zatem rank G(xy,...,z,) > r. Wy-

bierzmy parami rézne indeksy iy,...,4,41 € {1,...,n} oraz parami rézne indeksy



1. Nieréownosci macierzowe 10

Jir- -5 Jry1 € {1,...,n}. Poniewaz wektory z;,,...,x; ,, sa liniowo zalezne wiec ist-
nieja skalary Aq,..., A1 € K| takie ze:

r+1
Z )\kxlk = 07
k=1

a wiec:
r+1 r+1
Z)\k<xik7$jl> = <Z)\kxik’le> = <07$jl> =0
k=1 k=1

dla kazdego | € {1,...,r + 1}, czyli minor stopnia r + 1 macierzy G(z1,...,x,)
WYyZNaczony przez wiersze iy, . .., .41 oraz kolumny jy, ..., j.o1 jest zerowy. Z dowol-
nosci wyboru minoru stopni 7 4+ 1 wnioskujemy, ze rank G(z1,...,x,) < r, a zatem
rank G(z1,...,z,) = 7.

d) Wystarczy zauwazy¢, ze macierz G(zo(1y, - - - ; To(n)) POWstaje z macierzy G(x, . .., Tp)
poprzez ,wykonanie” permutacji ¢ na wierszach i na kolumnach.

e) Macierz G(x1,..., \x;,...,z,) powstaje z macierzy G(z1,...,%;,...,T,) Przez po-
mnozenie i-tego wiersza przez A oraz pomnozenie i-tej kolumny przez .

f) Macierz G(z1,...,x; + Azj,...,x,) powstaje z macierzy G(x1,...,%;,...,T,) przez
dodanie j-tego wiersza pomnozonego przez A do i-tego wiersza oraz przez dodanie
j-tej kolumny pomnozonej przez A do i-tej kolumny. O

Rozpocznijmy od przypomnienia standardowej postaci nierownoséci Hadamarda. Celem
tego podrozdziatu bedzie przedstawienie kilku ,poprawionych” wersji wspomnianej nie-
rownosci, ktora zostata pierwszy raz podana przez Jacquesa Hadamarda w 1893 roku.

Twierdzenie 2. Dla wektorow x1,...,z, € U prawdziwa jest nieréwnosc:
n
[(x1,...,2,) < H BRI
i=1
Rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wektory x4, ..., x, s¢ parami ortogonalne lub co

najmniej jeden sposrod wektorow xy, ..., x, jest wektorem zerowym.

Dowadd. Niech wektory xq,...,x, beda liniowo niezalezne, w przeciwnym przypadku nie-
rownos$é z dowodzonego twierdzenia jest trywialna. Korzystajac z ortogonalizacji Grama-
Schmidta, otrzymujemy:

i—1 <ZE u >
P — — © 7 .
U = X; T2 U, (1.1)
j=1 J
dla kazdego i € {1,...,n}, gdzie wektory uy, ..., u, sa parami ortogonalne. Zatem z twier-
dzenia Pitagorasa wynika, ze dla kazdego i € {1,...,n} spelione jest:

i—1
il = flll® = D Wi, ) [* < sl |*. (1.2)
j=1
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Jedli wykorzystamy twierdzenie 1 podpunkt f), to z nieréwnosci (1.2) mamy:
D@, 2) = Dlug, oo ug) = T Jwl® < T il
i=1 i=1

gdzie drugie przejscie wynika z diagonalnosci macierzy G(uq, ..., u,). Réwno$¢ zachodzi
tutaj wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego i € {1,...,n} oraz j € {1,...,7 — 1} mamy
(ziluj) = 0. To znéw z (1.1) oznacza, ze dla kazdego ¢ € {1,...,n} jest u; = x;, czyli
wektory xq, ..., x, musza by¢ parami ortogonalne, co konczy dowdd nieréwnosci. ]

Uwaga 1. Powyzszy dowdd pokazuje jednoczesnie prawdziwosé twierdzenia 1 podpunkt a)
0 Nieujemnosci gramianu.

Rozwazmy teraz nieréwnos¢ przedstawiona przez Ernsta Fischera w pracy [15] z 1907
roku — swojego rodzaju odpowiednik nieréwnosci Hadamarda. Analogie z nieréwno$cig Ha-
damarda szczegdlnie wida¢ po indukcyjnym rozszerzeniu tej nieréwnosci na inne podziaty
wektoréw xq, ..., x,.

Twierdzenie 3. Dla dowolnych k,n € N, 1 < k < n — 1 i dla dowolnych wektorow
1, ...,T, € U spelnione jest:

D(xy,...,zn) < T(x, .o 2p) D (@1, - -5 20)-

Réwnosé zachodzi tutaj wtedy i tylko wtedy, gdy span{zy, ..., xx} L span{xgi1,..., 2.}, al-

bo przynajmniej jeden z wektorow xy, . .., x, jest wektorem zerowym, albo wektory xy, ..., Ty
lub xgi1,...,2T, S¢ lintowo zalezne.
Dowdd. Niech wektory xq, ..., z, beda liniowo niezalezne. Z ortogonalizacji Grama-Schmidta

mamy dla kazdego i € {1,..., k}:

i—1 <5Uz U >
— J
Ui = Ty — Z ||u7||2 u;
j=1 U
oraz dla kazdego i € {k+1,...,n}:
_ « (Ti,u)
S Y T
j=k+1 U3
Wektory uq, ..., u oraz ugq,...,u, sa parami ortogonalne, ponadto:
span{uy, ..., ux} = span{zy,...,xx}
oraz:
span{Uyi1, ..., U} = span{Tey1,. .., Tn}.
Z twierdzenia 1 podpunkt f) oraz z diagonalnosci macierzy G(uq, ..., ug) i G(upy1, ..., Uy)
dostajemy:

k
D(@1, k) = D, o) = T ]
=1
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oraz:
n

D(@pgrs ooy @n) = D(Upgr, - ooy Up) = H ”UzH2
i=k+1

Réwniez z twierdzenia 1 podpunkt f) oraz dodatkowo z twierdzenia 2 mamy:

k
D(xy, ..oy zn) =T(ug, ... uy H lwil|* = (a1, ..., 26) D (Thsas - - - ).

Réwnosé zachodzi tutaj wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych i,5 € {1,...,n} mamy
(uiluj) = 0, czyli w szczegblnosci span{uy, ..., ux} L span{upiq,...,u,}, a wiec réwniez
span{zy,...,zr} L span{xgiq,...,2,}, co konezy dowdd twierdzenia. ]

Zanim przejdziemy do gtéwnych rozwazan tego podrozdziatu zapoznajmy sie z dwiema
definicjami.

Definicja 5. Zbior wszystkich permutacji na zbioru {1,...,n} oznaczymy przez S,, a zbidr
wszystkich permutacji zbioru {1, ..., n} za wyjgtkiem permutacji identyczno$ciowej jako S .
Poza tym zbior wszystkich transpozycji zbioru {1,...,n} oznaczymy jako T,,.

Definicja 6. Dla dowolnej permutacji o € S, zdefiniugmy:

supp(o) :={i € {1,...,n}: o(i) #i}.

Ponizej podajemy permutacyjng nierowno$¢ Hadamarda, ktora jest ewidentnym wzmoc-
nieniem nieréwnosci Hadamarda.

Twierdzenie 4. Dla dowolnej permutacji o € S} i dowolnych wektorow x4, ...,x, € U
zachodzi nierownosc:

F($1,...,In)+H| xfwxaz ]:[HIZH2 (1'3)
=1

Powyzsza nierouwno$é staje sie rownoscig wtedy 1 tylko wtedy, gdy spetniony jest chociaz
jeden z ponizszych warunkow:

a) jesli o € T, to wektory x1, ..., x, sq¢ parami ortogonalne za wyjatkiem pary wektoréw
x; oraz x; dla indeksow i,j € supp(o), i # J,

b) jesli o € Sk \T,, to wektory x1,...,x, sq¢ parami ortogonalne,
¢) dla kaidego i € {1,...,n} wektory x; oraz x,3) sq¢ kolinearne,
d) przynajmniej jeden z wektoréw 1, ..., x, jest wektorem zerowym.

W pracach [53, 54| chinscy matematycy Xiaodong Zhang i Shangjun Yang przedstawili
odpowiednik permutacyjnej nieréwnosci Hadamarda dla odpowiednio catkowicie nieujem-
nych macierzy oraz F-macierzy (zdefiniujemy je w dalszej czedci podrozdziatu) bez warun-
kow rownosci, ktore weale nie muszg trywialne dla tak szerokich klas macierzy. Autorzy
pracy [47] — Rozanski, Hetmaniok i Wituta — niezaleznie od nich udowodnili permutacyjna
nieréwnosci Hadamarda dla macierzy Grama oraz szczegdlnych postaci permutacji (cykli
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lub ztozenia dwéch cykli bez punktéow stalych) tacznie z pelnymi warunkami réwnosei.
Z drugiej strony praca [31] Minghua Lina i Gorda Sinnamona, co prawda przedstawia
permutacyjng nieréwno$¢ Hadamarda dla wszystkich nietrywialnych permutacji, ale nie
podaje pelnych warunkéw réwnosci. Warunki te zostaty podane dopiero w pracy [48] przez
Roézanskiego i Witute.

Pomocniczo rozwazymy dwa pomocnicze lematy, na ktérych oprzemy dowdd permuta-
cyjnej nieréwnoséci Hadamarda. Zanotujmy, ze pierwszy z nich wynika bezposrednio z nie-
réwnosci Fischera i z twierdzenia 1 podpunkt d).

Lemat 1. Dia dowolnych wektoréw w1, ... ,x, € U i dla kazdego k € {1,...,n} spelniona
jest nastepujgca nierownosé:

D(xy, ..., 2,) <K TD(@)T(21, o Thts Thgts - -5 Zn) = || lPT (201, -+ Thet, Thgts - - - T

Jesli wektory x1,...,x, sq liniowo niezaleine, to réwnosé zachodzi tu wtedy i tylko wtedy,
gdy wektor xy jest ortogonalny do pozostatych wektorow.

Lemat 2. Dla dowolnych wektorow z1,...,x, € U i dowolnej permutacji o € S}, istnieje
transpozycja T € T, taka, ze:

n n
H‘ Tiy Lo (4) H ’ x27$7(1
i=1 =1

Dowdd. Rozwazmy dwa przypadki.

a) Niech w rozkladzie permutacji o na cykle parami rozlaczne bedzie transpozycja.
Wezmy j € supp(o) takie, ze 02(j) = j i zdefiniujmy 7 € T,, zaleznoscia:

TV sdvie (L oG

Stad, z nieréwnosci CBS, mamy:

{J(i), gdy i € {j,00))},

n

T 1@, 20 = g, 2o 1(Zoi), )l TT - 1@ 20a)] <

i=1 i¢{j,o(4)}
< Wzg o) 2oyt TT Nlillllzee )l =
i¢{j,o(4)}
=z, 2o Zoys T2 TT Nill* =
i¢{3,0(5)}

n

= [z, 2:6) (o), Troin) | TT Wi 2e) | = TT 12, 20)) |-

i#{4.0(5)} =1

b) Niech najkrotszy cykl we wspomnianym rozktadzie permutacji o bedzie dtuzszy niz
dwa. Wtedy istnieje j € supp(o) takie, ze:

251 - [(Zo (), To2 )] < N To2i) || - {25, To(i)) |- (1.4)
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Rzeczywiscie jesliby byto:

2|l - 2oy, To2@)) | > T2l - {26, Togi))]

dla kazdego i € supp(c), to z faktu, ze supp(c¥) = supp(o) dla kazdego k € N,
otrzymaliby$my:

Tzl Keow, zo2a)] > TT Nzozpll - 2, 20| =

i€supp(o) i€supp(o)

= I Nzl - Kzow, 22|,

i€supp(o)

co jest niemozliwe. Ustalmy ;7 € supp(o), dla ktérego spetniona jest nieréwnosé (1.4)
oraz zdefiniujmy 7 € T, zaleznoscia:

U(j)a gdy i :j,
(i) = {J, gdy i = a(j),
i gdyie{l,...,n}\{j,0c(h)}

Wykorzystujac nierowno$é CBS i nieréwnosé (1.4), dostajemy:

n

I Kzis zoap)| = 25, 2o (@oiy, 22 )] TT s 2o <

i=1 i¢{4,0(4)}
< zj, 2o Toiy T2 T Nzillllzoe | =
i¢{5,0(4)}
= (2, To(i)) | {Zo(5), To2 i) |12 | [|To2 ) I 1T 2 ]|” <
i¢{4,0(5),02(5)}
< Wzpzoo) g, 2o T ol =

i¢{5,0(5)}

= [z, 2o @o(ys r@on)| T s 2r@) = TT i, 2r)]-
i o)) =1

Ostatecznie, niezaleznie od typu permutacji o, dostajemy teze lematu. O

Kwantyfikator szczegdétowy dotyczacy transpozycji w lemacie 2 nie moze by¢ zastgpiony
przez kwantyfikator ogélny, co wynika z ponizszego przyktadu.

Przyktad 1. Niech xy = [-1,2,0], 2o = [-2,1,2], x5 = [2,—-2,2], 0 = (123) € S} oraz
T =(23) € T,,. Wtedy:
3 3
H ‘<IZ,(L’T(1)>‘ =20 < 48 = H |<IZ,ZL’U(1)>|
i=1

=1

Majac juz zaplecze w postaci dwoch powyzszych pomocniczych lematow, mozemy przejsé
bezposrednio do dowodu permutacyjnej nieréwnosci Hadamarda.

Dowéd. Rozwazymy cztery roztaczne przypadki.
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a) Niech o € T, i wektory z1,...,x, beda liniowo niezalezne. Wybierzmy j € supp(o).
Wykorzystujac lemat 1, mamy:

U(x1,....20) <D(zj,200)) I Nl (1.5)
i¢{5,o(5)}
Stad:
INCP lill* = 5, 2o {Zot, To2an)| - TT - 1@ 20)] =

i=1 i¢{j,0(5)} (1.6)
H lill* = TT [z 2o

i=1 i=1
Rownosé zachodzi tutaj wtedy 1 tylko wtedy, gdy zachodzi takze w nieréwnosci (1.5).
7 lematu 1 jest to rownowazne warunkowi, ze wektory xzy,...,x, sa parami ortogo-
nalne za wyjatkiem pary wektorow z; i z4(;).

b) Niech o € S¥\ T,, i wektory zi,..., 2, beda liniowo niezalezne. Z lematu 2 istnieje
permutacja 7 € T), taka, ze:

11 K@i, 200)) H T, Tr(s)) (1.7)
i=1 i=1

Na podstawie nieréwnosci (1.6) i (1.7) dostajemy:

D(x1,. . 2n) — [ ill? < H i, Tr))| < = [T i, 2o0)]-
i=1 i=1 '

Jesli zachodzi tu rownos¢, to musi by¢ spetnione:

D(z1, .. @) + [ i, zr))| = I_IHxZH2 (1.8)
i=1

oraz:
n

1 @i, 20| = ﬁ (26, To i) - (1.9)

i=1 i=1

Wykorzystujac warunki réwnosci z nieréwnosci (1.6) do réwnosci (1.8) stwierdza-
my, ze wektory zi,...,7, sa parami ortogonalne za wyjatkiem pary wektorow z;
i 2;¢;), gdzie przypomnijmy j € supp(7). Poniewaz istnieje k € supp(o) takie, ze
k ¢ supp(7), wiec mamy (xy, Tsk)) = 0, co implikuje:

H ’<xi7x0(i)>| =0.
i=1
Stad réwnosé (1.9) przyjmuje postaé:

|<xja$7'(j)>‘2 H ”xZHQ H’ Liy Lr(3) )= H| Liy Lo(i) ) =0

{57}
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i opierajac sie na liniowej niezaleznosci x4, . .., z, otrzymujemy:

(), Tr(5)) = 0.

7, drugiej strony, jesli wektory x1,...,x, sa parami ortogonalne, to:
LT [{xi, 200))| = O,

=1

poniewaz supp(c) # (). Bazujac na twierdzeniu 2, mamy:

n
F(xl, . ,xn) = H ||x1||2
=1

i stad dostajemy:
F(Z‘l, R ,xn) + H |<x17$0(z)>| - H ||xl|l27
i=1 i=1

a wiec otrzymujemy réwnosé w nieréwnosci (1.3).

¢) Niech ¢ € S’ i wektory z1,...,z, beda niezerowe oraz liniowo zalezne. Stad, na
podstawie nierownosci CBS, mamy:

H xuxa z) H ||5(7Z||Hxa (4) H = H ”szz (1.10)
=1

Poniewaz I'(xy,...,2,) = 0, wiec dostajemy nieréwnosé¢ (1.3). Réwnosé w (1.3) za-
chodzi wtedy i tylko wtedy, gdy réwnosé zachodzi w (1.10). To znéw z nier6wnosci
CBS jest réwnowazne kolinearnosci wektoréw x; oraz x,(;y dla kazdego i € {1,...,n}.

d) Niech teraz o € S i co najmniej jeden z wektorow zy,...,x, bedzie wektorem
zerowym. Wtedy:

n

P@yoown) =0, [T z0@) =0 oraz [ lail* =

i=1
i otrzymujemy réwno$¢ w nieréwnosci (1.3).

Po rozszerzeniu powyzszych przypadkow o wytaczona czes¢ wspolna, uzyskujemy peilng

teze twierdzenia. O]

W [53] mozemy zobaczy¢ idee optymalizacji nieréwnosci z twierdzenia 4 poprzez wzie-

cie maksimum ze wszystkich nietrywialnych permutacji. Idea ta zostata wcielona w zycie

w pracy [48] przez Rozanskiego i Witule. Powstala nieréwnosé zostata nazwana zoptyma-
lizowang nierownoscig Hadamarda.

Twierdzenie 5. Dla dowolnych wektorow x4, . ..,x, € U prawdziwa jest nastepujgca nie-
rownosc:

F(ml,...,xn)+max{ﬁ|<mz,ma } 1_[”%”2 (1.11)
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Rézanski i Wituta réwniez w pracy [48] zauwazyli, ze zbiér S w nieréwnosci (1.11) moze
by¢ zastapiony jedynie przez T,. Zauwazmy, ze twierdzenie 6 jest brakujacym ogniwem
twierdzenia 5.

Twierdzenie 6. Dla dowolnych wektorow x1,...,x, € U zachodzi:

e {11 001 | = e { Tl .

S e i=1

W nawigzaniu do powyzszego twierdzenia przeanalizujmy nastepujacy przyktad nume-
ryczny.
Przyktad 2. Niechz; =10,1,0,0], 2o = [-1,1,0,1], 23 = [-1,—2,—2,1], x4, = [0, —2, 1, 1].

4
Mamy T(xq, 22, x3,14) = 4 0 [] ||2;]?
i=1

4
= 180. Rozwazmy wartosc ry = T (@i, Tow))| dla
i=1

permutacji o € Sy.

Lo ]l o r] o fr] o [r]
(1,4) [120] (1,2,4) [20](1,3)2,4)] 4] (1,2,3,4) | 0
(1,3) | 72 (1,4,2) [20] (2,3 [ ol (1,324 ] 0
(1,2) [ 60 (24 |10 (1,2,3) | ol (1,4,23)] 0
(1,3,4)| 36 (1,2)3,4)] 9] (1,3,2) | of (1,43,2) | 0
(1,4,3)] 36| (1,2,4,3) [ 6] (2,3,4) | of (1,9)(2,3)] 0
3,4) | 27 (1,3,4,2) | 6] (2,43 | 0

Stad widzimy, Ze:

4 4
max {H ‘<x“x7(1)>‘} = 1207 max {H ’<:C7,7CCU(Z)>’} = 367

rels | i o€SI\Ty | o)
co z nieréwnodci (1.11) dage:
F(.’J‘Jl,ﬂfg, xs, .774) + 120 < 180.

Zauwazmy, ze klasyczna nieréownosé¢ Hadamarda w tym przypadku jest bardzo staba, po-
dobnie jak permutacyjna nierowno$é¢ Hadamarda dla nieidentycznosciowych permutacyi bez
transpozycyi, poniewaz mamy wtedy co najwyzej:

F(Il,l’g, ZL‘3,ZE4) + 36 < 180.

Przejdzmy teraz do zwigzku macierzy Grama z dodatnio potokreslonymi macierzami
hermitowskimi. Zobaczmy jaki jest zwiazek pomiedzy macierzg Grama a macierzg hermi-
towska dodatnio potokreslona.

Twierdzenie 7. KazZda macierz Grama jest macierzqg hermitowskq dodatnio potokreslong.

Dowdod. Zauwazmy, ze macierz Grama jest macierza hermitowska. Wynika to z réwnosci:

Glar,... )" = (wile)oen = (TWle) =

X
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= ((zi|2;))nxn = G(21, ..., 2p).

Poniewaz wszystkie minory gtéwne macierzy Grama sg macierzami Grama, wiec na mocy
twierdzenia 1 podpunkt a) sa one nieujemne. To zas, na podstawie kryterium Sylvestera,
konczy dowdd twierdzenia. O

Znacznie ciekawsze i wazniejsze w naszych rozwazaniach jest twierdzenie odwrotne do
podanego.

Twierdzenie 8. Jezeli macierz H € H,!(K), to w przestrzeni unitarnej (U, (-|-)) nad K,
gdzie dim U > rank H, istniejg wektory x1,...,x, € U, takie Ze:

H=G(x1,...,2,).

Dowéd. Na mocy rozktadu Cholesky’ego® mamy H = YY* = G(y1,. .., yn), gdzie wekto-
Y Yi,-...,Y, € K" sg wierszami macierzy Y. Niech wektory éi,...,é,, € K" beda baza
ortonormalna przestrzeni span{yi, ..., y,}. Wtedy dla kazdego i € {1,...,n} zachodzi:

m
Yi = 0ijé;.
j=1

Jesli wezmiemy teraz rodzing ortonormalnych wektoréw ey, ..., e, € U oraz dla kazdego
i€ {l,...,n} przyjmiemy:

m
T =) aije,
j=1

to dostaniemy dla nich H = G(xy,...,x,), poniewaz spelione jest (z;|zx) = (y;|yk), co
konczy dowdd twierdzenia. O]

Uwaga 2. Zalozenie, ze dim U > rank H jest tu znaczgce, poniewaz jesli bytoby:
dim(span{xy,...,z,} < dimU < rank H,
to wtedy na mocy twierdzenia 1 podpunkt c) zachodziloby:
rank G(xy,...,x,) < rank H,

co prowadzi do sprzecznosci.

Na podstawie twierdzenia 8 mozemy teraz podaé¢ wszystkie wczesniejsze twierdzenia
w wersji dla macierzy hermitowskich dodatnio potokreslonych.

Twierdzenie 9 (nier6wno$é¢ Hadamarda). Dla kazdej macierzy H € H;H(K) spelniona jest
nastepujgca nierownosc:

i=1

2Rozktad Cholesky’ego jest procedura rozkladu macierzy A € H,F (K) na iloczyn postaci A = LL*, gdzie
L € M,,(K) jest macierza dolnotréjkatna (zob. [23]). Zostal on odkryty przez André-Louisa Cholesky’ego
— potomka Polakow z Wielkiej Emigracji.
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Powyzsza nierownosé staje sie rownoscig wtedy @ tylko wtedy, gdy macierz H jest diagonalna
lub co najmniej jeden wiersz (kolumna) macierzy H jest zerowy.

Twierdzenie 10 (permutacyjna nieréwno$é Hadamarda). Dla dowolnej permutacjio € S}

i kazdej macierzy H € H;}(K) zachodzi nastepujgca nieréwnodé:

det H + [ |(H)i o] < I his-

i=1 =1

Powyzsza nierowno$é staje sie rownosciq wtedy @ tylko wtedy, gdy chociaz jeden z ponizszych
warunkow jest spetniony:

a) jeslio € T, to (H);; =0 dlai,j € {1,...,n} \ supp(o), i # j,
b) jeslioc € Sk \T,, to macierz H jest diagonalna,

c¢) dla kazdego i € {1,...,n} i-ty oraz o(i)-ty wiersz (kolumna) jako wektory sq koline-
arne,

d) co nagmniej jeden wiersz (kolumna) macierzy H jest zerowy.
Twierdzenie 11 (zoptymalizowana nier6wnos¢ Hadamarda). Dla dowolnej macierzy H €

HE(K) nastepujgca nieréwnosé jest prawdziwa:

RN i
det H + max {L[l I(H)l,aml} i:th

Twierdzenie 12. Dla dowolnej macierzy H € H(K) zachodzi nastepujgca réwnosé:

max {ﬁ ‘(H)ivg(iﬂ} = Inax {ﬁ |(H)i7.,-(l-)|} .

O'ES;; TETn i=1

Podobnie jak dla macierzy Grama tak i w tym przypadku rozwazmy przyktad nume-
ryczny.

Przyktad 3. Rozwazmy dodatnio potokreslong macierz hermitowskq:

3201100010
2401110100
0020000201
1101000000

g_|t100210010
0100121000
0000012101
012000150 2
10001000710

001000120 2
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10
Dla tej macierzy mamy det H =1, [] hy; = 1920 oraz:
i=1

max
T7€T10

max
o€S81,\T10

10 10
{H |(H)i,7—(i)|} = 960, { |<H)i,o(i)|} = 384.
i=1 i=1

10
Ponizsza tabela prezentuje najwieksze wartosci ro == T |(H); )| dla o € ST.
i=1

o ] o (] o |
(59) 1960 (59)(810) ]384 (14)(38) |256
(38) |768] (3810) |384] (14)(810)]256
(810) |768] (3108) [384] (19)(38) |256
(12) 640 (15 [320] (19)(810)]256
(14) [640] (12)(59) [320] (25) |240
(19) |640] (14)(59) [320] (26) |240
(24) [480] (124) [320] (24)(59) |240
(310) [480 ] (142) [320] (310)(59)]240
(56) |480] (159) [320] (59)(67) |240
(67) [480] (195) [320] (59)(710) 240
(710) [4801 (12)(38) | 256 .

(38)(59) | 384 (12)(810) | 256

Z nieréwnosci Fischera oraz twierdzenia 1 podpunkt a) i d) wynika ponizsze twierdzenie,
ktore poprzedzimy definicja.

Definicja 7. Niech A € K"*" oraz zbior N bedzie niepustym wtasciwym podzbiorem zbioru
{1,...,n}. Wtedy A[N] oznacza gldwng podmacierz macierzy A powstala z macierzy A
przez usuniecie i-tego wiersza oraz i-tej kolumny dla kazdego i € {1,...,n}\ N.

Twierdzenie 13. Dia kazdej macierzy H € H(K) oraz dla kazdego niepustego wlasciwego

podzbioru N C {1,...,n} zachodzq nastepujgce nieréwnosci:
det(H[N]) >0 (1.12)
oraz:
det H < det(H[N]) det(H[N®]). (1.13)

Bazujac na powyzszych wtasnos$ciach dodatnio pétokreslonych macierzy hermitowskich,
definiujemy F-macierze jako dowolne macierze, ktére spelniaja nieréwnosci (1.12) i (1.13).

Definicja 8. Macierz A € M, (K) nazywamy F-macierzq, jesli dla kazdego niepustego
wlasciwego podzbioru N C {1,...,n}:

det(A[N]) > 0 (1.14)

oraz:

det A < det(A[N]) det (A[NC]). (1.15)
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Metody dowodowe dla macierzy Grama przedstawione w tej rozprawie moga by¢ uzyte
dla F-macierzy z analogicznymi rezultatami. Dowodzac twierdzenia 15, wykorzystujemy
lemat 2 zastepujac w nim tylko nieréwnosé CBS przez nieréwnosé (1.14) uzyta dla dwuele-
mentowego podzbioru N. Przedledzmy wiec wersje podanych juz twierdzen dla F-macierzy.

Twierdzenie 14 (nieréwnos¢ Hadamarda). Dla dowolnej F-macierzy A € M,,(K) spet-
niona jest nastepujgca nierownosc:

=1

Twierdzenie 15 (permutacyjna nieréwnos¢ Hadamarda). Dla dowolnej permutacji o € S
i dowolnej F-macierzy A € M,,(K) zachodzi nastepujgca nieréwnosé:

n

1/2 n
det A + (H(A)i,a(i)(A)a(i),i> < H(A)n
i=1

=1

Uwaga 3. Twierdzenie 15 jest wlasnie tym wynikiem z pracy [54] wspomnianym na po-
czgtku tego podrozdziatu.

Twierdzenie 16 (zoptymalizowana nieréwnos$¢ Hadamarda). Dla dowolnej F-macierzy
A € M, (K) prawdziwa jest nastepujgca nierdwnosc:

det A + Héa)*(

n 1/2 n
° {(HM)@“@(A%@),Z-) } < i:Hl(A)u.

no | \i=1
Twierdzenie 17. Dla dowolnej F-macierzy A € M,,(K) prawdziwa jest nastepujgca réw-

o { (ﬁ(A)i,a(i)(A)a(z‘),i> 1/2} o { <ﬁ(A>iﬁ(z‘)(A)r(z‘),i> 1/2} :

i=1 i=1

nosé:

Niemal analogicznie twierdzenia mozna uzyska¢ dla catkowicie nieujemnych macierzy
za pomoca podobnych metod dowodowych. Warto podkresli¢, ze nie wszystkie dodatnio
potokreslone macierze hermitowskie sa catkowicie nieujemne. Mozna przeczytaé wiecej o
rodzinie tych macierzy w monografii [41].

Jako ciekawostke wspomnijmy, ze prace nad mocniejsza wersja nieréwnosci Hadamarda
zaczely sie od odkrycia nastepujacej nieréwnosci, tj. permutacyjnej nieréwnosci Hadamarda
dlan=3ic=(123).

Twierdzenie 18. Dla wektorow xy,x9,x3 € U\ {0} prawdziwa jest nieréwnosé:
(21, 22, 23) + (21, )| | (2, 23)[| (23, 1) < [ ][* a2 ||| 03],

Rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wektory xy1,xq, x5 sg ortogonalne lub kolinearne.

Dowdd. Bezposrednio rozpisujac wyznacznik macierzy Grama Gz mamy:

L(x1, 2, 23) = ||lz1||[|za]*|2s]|* + 2R (@1, 22) (@2, 23) (23, 1))+

- ||9171||2|<$27$3>|2 - ||l’2||2|<%’3»$1>|2 - Hff3||2|<$17132>|2-

(1.16)
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Poniewaz dla dowolnych a,b € R spetnione jest a® + b? > 2ab, wiec stosujac dodatkowo
nierowno$¢ CBS dostajemy:

1 1
Szl e, 23)[* + S llwall*[ (s, 21)[” > ol lwall| (o, wa) | (s, 21)] >
> [(w1, 29)[|(x2, 23)| (23, 21)|

1 analogicznie:

ealPla, 2P + sl s, 2P > e |G, 2l s, o),
;H952H2|<95371'1>!2 + ;|\9E3H2!<~’C1a$2>|2 > [(z1, 22)| (22, 23)[|(23, 21) |-
Sumujac te trzy nieréwnosci otrzymujemy:
21 %[ (o, ) |2 + ol *[(as, 1) + [[2s]*[ (21, 22) [ > 3[(1, o) |[(@2, 23)[| (s, 21)]. (1.17)

Poniewaz czes¢ rzeczywista liczby zespolonej jest mniejsza badz réwna jej modutowi, wiec
prawdziwa jest nieré6wnosc:

R((z1, 12) (2, T3) (13, 71)) < [{T1, T2)||(T2, T3) || (23, 1) |,
Podstawiajac ja i nieréwnosé (1.17) do réwnosci (1.16) otrzymujemy:
[(21, 29, 23) < ||i'31||2||5'32||2||333||2 — (@1, 22) |[{22, T3)|[(73, 1)

co konczy dowdd twierdzenia. O

Druga ciekawostka, o ktérej wspomnimy, dotyczy artykutu w czasopismie The College
Mathematics Journal 52 (2021), gdzie zostato przedstawione ponizsze twierdzenie (pro-
blem nr 1168), ktore zaproponowat George Stoica, a rozwiazal Eugene Herman.

Twierdzenie 19. Dia wektorow x,y,z € U o normie jeden spetniona jest nierownosc:
R, ) + Ry, 2) + R (2, 2) < 1+ 2R(z, y)R{y, )R (2, 2).

Rozwiazanie Hermana chociaz dtugie i z ,drobnym btedem edytorskim”, jest bardzo
ciekawe. Jednak mozna je zrobi¢ duzo prosciej. Z rozwiazania Hermana zachowamy jedynie
pomyst skorzystania z ogdlniejszej nierownosci prawdziwej bez zalozenia o tym by wektory
x, y 1 z mialy norme jeden:

120P%% (2, ) + 2P Ry, 2) + [y IR*(z, 2) <
< [P ly M1 + 2R(z, y) Ry, 2)R(z, ).

Dowdd twierdzenia 19. Zauwazmy, ze odwzorowanie [-,-]: U x U — R dane wzorem:

[z, y] = R(z, ) (1.18)
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jest rzeczywistym iloczynem skalarnym. Korzystajac z twierdzenia 1 podpunkt a) i rozpi-
sujac wprost gramian I'(x,y, z), mamy:

2

0 < D(z,y,2) = [z, ][y, yl[z, 2] + 2[x, ylly, 2][z, 2] — [z, 2][x,y]? — [y, y][z, 2]* — [z, 2]z, y]*.

Jednak z definicji (1.18) dostajemy:
0 < [yl + 2R(z, y) Ry, 2)R(z, @) — [|=[PR*(y, 2) — [y|PR*(z, x) — [|2[*R*(z. y),

co prowadzi do poszukiwanej tezy. O]

1.2. Nierownos$é¢ von Neumanna

W 1937 roku stynny amerykanski matematyk o wegierskich korzeniach John von Neu-
mann w pracy [44] przedstawil pewna nieréwnos$é, ktora od jego nazwiska wzieta nazwe
(ang. von Neumann’s Trace Inequality).

Definicja 9. Dla dowolnej macierzy A € M,,(C) symbolami o1(A), ..., 0,(A) oznaczymy
warto$ci osobliwe macierzy A uporzgdkowane nierosngco, czyli o1(A) > ... > 0,(A).

Twierdzenie 20. Dla dowolnych A, B € M,,(C) zachodzi jest nieréwnos¢:
|tr(AB)| <> oi(A
i=1

Poniewaz 0;(UA) = 0,(A), gdzie i € {1,...,n}, dla dowolnego A € M,,(C) oraz dla
dowolnego U € U,,(C), wiec mozna podaé kolejne twierdzenie, ktére réwniez pojawito sie
w pracy [44]. Jest ono wnioskiem i wzmocnieniem twierdzenia 20.

Twierdzenie 21. Dla dowolnych A, B € M,,(C) spelniona jest réwnosé:

sup  |tr(UAVB)| = oi(4A
U,VeU,(C) i=1

Dowody twierdzenia 21 podane przez von Neumanna w artykule [44], czy tez Leona
Mirsky’ego w artykutach [43] i [42] nie sa proste. Wykorzystywane sa w nich bardziej za-
awansowane narzedzia matematyczne, takie jak na przyktad teoria majoryzacji. Dopiero
o dowodzie Rolfa Dietera Grigorieffa, przedstawionym w krotkiej notce [19], mozna powie-
dzie¢, ze jest elementarny. Na podstawie tej notki autor niniejszej dysertacji skonstruowat
elementarny dowod twierdzenia 22, ktore jest uogélnieniem twierdzenia 21 na wieksza ilos¢
macierzy. Twierdzenie 22 podane zostalo w artykule [28] przez Waltera Kristofa, a wecze-
$niej przez Ky Fan w pracy [14] w ogdlniejszej wersji dla catkowicie ciagtych operatorow
w przestrzeni Hilberta®. Oryginalne dowody tego twierdzenia takze nie nalezg do najprost-
szych.

30perator liniowy T: X — Y miedzy przestrzeniami Hilberta X i Y nad wspélnym cialem K = R
lub K = C nazywamy catkowicie ciaglym, jesli dla kazdego slabo zbieznego ciagu {z,}52; elementéw
przestrzeni X ciag wartosci {Tx,}52 , jest zbiezny w sensie normy przestrzeni Y.
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Twierdzenie 22. Niech k € N, k > 2. Dla dowolnych Ay, ..., Ay € M, (C) spelniona jest
rownosc:

k n k
sup tr ( 11 UjAj) => [] oi(4)).
Ut,...,Up,€Un (C) j=1 i=1j=1
Dowdd. Dla kazdego j € {1,...,n} rozlézmy macierz A; wedtug wartosci osobliwych do

postaci:
Aj = V;D;Wj,

gdzie V;, W; € U, (C) oraz:
Dj = dlag (O'l(Aj), e ,Un(Aj)>.

Stad, korzystajac z faktu, ze slad macierzy jest niezalezny od cyklicznej permutacji pro-
duktéw, dla dowolnych Uy, ..., U € U,(C) otrzymujemy:

k k k k
tr < 11 UjAj) = tr ( 11 UjVijWj) = tr < 11 leUjVij> = tr < 11 Qij>7
j=1 j=1 j=1 j=1
gdzie Q; = W,1U;V; € U,(C) dla dowolnego j € {1,...,n} i z definicji przyjmujemy
oznaczenie W_, := Wy. Zauwazmy, ze aby udowodnié¢ nier6wnos¢:

n k

tr(li[lUjAjN < ] oi(4)) (1.19)

i=1j=1

sup
Ut,...Up€U

wystarczy pokazac, ze:

1 Dj). (1.20)

tr(jf[leDj>’ <o (

Rzeczywiscie, mamy wtedy:

<tr<ﬁDj):

k
tr < H UjAj)
j=1

k
tr <]l;[1 Qij>

= tr (diag < ﬁ o1(4),. ..

j=1 j=1

—~
S
s
=
N
~—
Il
NE
—
S
>

i przechodzac do kresu gérnego po dowolnych Ui,..., Uy € U,(C) dostajemy nier6w-
nosé (1.19). Zajmijmy sie wiec udowodnieniem nieréwnosci (1.20). Zauwazmy, ze zachodzi
nastepujacy rozktad:

Dj=> &;Xi  je{l,....n}, (1.21)
=1

gdzie X; := diag(1,...,1,0,...,0)dlai € {1,...,n} oraz:
—_——

¢ krotnie

f L Un(Aj)a gdy L= 17
o Jn—i+1(Aj) - O-n—i+2(Aj)a gdy (S {27 Tt an}a
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dla j € {1,...,n}. Korzystajac z rozkladu (1.21) i elementarnych przeksztalcei macierzo-
wych mamy:

k
]:[leDj = HQJ Z&,JX Hzngj

Jj=1li=1
k
= Z H fz‘j,ijXij = Z ( H gzm) ( H Qinj)
il,...,ikG{l,...,n} j=1 i1y ﬂke{l» on} J=1
oraz
k E n k k k
D =11>6;Xi= > Il&X,= > (Hg"j’ijXij)'
j=1 j=1i=1 i1,emin€{1,...,n} j=1 1,00k €{1,..,n} ~J=1 Jj=1

Stad, jesli tylko przyjmiemy, ze dla dowolnych iy, ...,i; € {1,...,n} prawdziwa jest nie-
rOwnos¢:

tr (jli[leXiJ)‘ < tr <jli[1Xij), (1.22)

to przy wykorzystaniu liniowosci $ladu macierzy oraz z faktu, ze dla dowolnych 7,7 €
{1,...,n} zachodzi §; > 0, mamy:

N
M
=

s
&
o
m
~
-
3
—
o
I
NN
o
I
i

N
7N\
=
Lo
—+
~
N\
=
=
N
I

<
Il

—
<
Il

—

i15eeip€{l,...,n}

~of 2 (fsa)(f1)) -w(112)

i1yt €{1,...,n} j=1

i dostajemy nieréwno$¢ (1.20). Pozostaje teraz jedynie sprawdzi¢ prawdziwosé nier6w-
nosci (1.22). Ustalmy iq,...,4 € {1,...,n}. Wybierzmy r € {1,...,n} takie, ze i, =
min{i, ..., i} 1 przyjmijmy oznaczenie:

:( ﬁ Qinj)(jlleinj)

j=r+1

Zauwazmy, ze dla dowolnej macierzy A € M,,(C) o kolumnach, ktérych norma euklidesowa
jest nie wieksza niz 1 oraz dla dowolnej macierzy U € U, (C) macierz UA ma kolumny
o normie euklidesowej nie wigkszej niz 1. Analogiczny wniosek dostajemy, gdy macierz U
zastapimy macierza X;, gdzie ¢ € {1,...,n}. Wynika to stad, ze kolumny macierzy UA
lub macierzy X;A sa kombinacjg liniowg ortonormalnych wektorow ze wspotczynnikami,
ktorych suma kwadratéw jest mniejsza lub réwna 1, co po skorzystaniu z twierdzenia
Pitagorasa daje poszukiwana wlasnos$¢. Stad, na podstawie zasady indukeji matematycznej,
wynika, iz kolumny macierzy S maja norme euklidesowa nie wiekszg 1. W szczegodlnosci
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dla kazdego i € {1,...,r} musi wigc zachodzié:
(S)ul < 1. (1.23)

Poniewaz macierz S jest iloczynem macierzy, z ktorych ostatnia jest macierz X,., wiec (n—r)
ostatnich kolumn macierzy S sktada sie z samych zer, czyli dla kazdego i € {r +1,...,k}
mamy:

(8)i = 0. (1.24)

Ostatecznie, korzystajac z niezmiennosci sladu macierzy na cykliczna permutacj¢ czynni-
kéw oraz z warunkéw (1.23) i (1.24), otrzymujemy:

n n

S(S)i <Z|(S)“~|<r-1—|—(n—r)-O:r:tr<1:IIXj),

i=1 =1

= |trS| =

k
tr <Jl;[1 Qij>

czyli nieréwnogé (1.22). Zeby udowodnié nieréwno$é przeciwng do nieréwnosci (1.19), wy-
starczy zauwazy¢, ze dla kazdego j € {1,...,n} mamy W} ,V* € U,(C), a wigc zachodzi:

k k k
sup | tr ( 11 UjAj) > |tr < 11 W’;lvj*AjN = |tr ( 11 Vj*AjW;‘> =
Ui,...,UxEUR, j=1 j=1 j=1
k n k n k
j=1 i=1j=1 i=1 j=1
co konczy dowdd twierdzenia. O

7 przedstawionego twierdzenia tatwo mozna wyprowadzi¢ analogiczne twierdzenie dla
macierzy hermitowskich dodatnio poétokreslonych. Zauwazmy, ze w tym przypadku odpo-
wiednie wartodci osobliwe i warto$ci wtasne sg sobie rowne.

Definicja 10. Dla dowolnej macierzy A € H,,(C) symbolami A1(A), ..., \,(A) oznaczymy
wartosci wlasne macierzy A uporzqdkowane nierosngco, czyli A\i(A) > ... > A\, (A).

Twierdzenie 23. Niech k € N, k > 2. Dla macierzy Hy, ..., H, € H(C) spelniona jest
rownosc:

sup
Ul 7---7Uk eun

k n k
tr ( 11 UjHJ’)‘ =2 [ M(H,).
j=1 i=1j=1

Mozemy zadaé¢ sobie pytanie, czy mozemy ostabi¢ zatozenia powyzszego twierdzenia
biorac macierze hermitowskie zamiast macierzy hermitowskich dodatnio potokreslonych.
Odpowiedz jest przeczaca, co pokazuje nastepujacy przyktad.

Przyktad 4. Niech k € N, k > 2. Przyjmigmy:

H, = diag(—1, 0,...,0 ), Hy=diag(l, 0,...,0 )
—— ——
(n—1) krotnie (n—1) krotnie
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oraz, jesli k >3 to, H; =1 dla j € {3,...,k}. Stad mamy:

k k
H; = diag(—1, 0,...,0 ) i tr( H-) — 1.
jl_ll ’ (n—1) krotnie jl_{ ’

Mozna sprawdzié, Ze:

I EE BN
Hy Oj...] 0 |—-1
Hy|1]0/|...7 0
H; 1 1 1
ARNNERE
1 mamy:
n k
i=1j=1
czyli:

sup
Ut,...;Uy €U (C)

tr(ﬁIHj)‘:

Jj=1

k
(11 UjH])‘ >
j=1

tr (jllej>

:]_1|:1>O:zn:ﬁ>\i(Hj)-

i=1j=1

Jak widzimy, probujac ostabi¢ zalozenia twierdzenia 23 napotykamy pewien problem.
Jesli usuniemy zaltozenie o dodatniej pétokreslonosci macierzy, to aby twierdzenie 23 na-
dal bylo prawdziwe musimy usungé¢ modul. Aby wyrazenie po prawej stronie pozostato
liczba rzeczywistag musimy tez ograniczy¢ ilo$¢ macierzy do dwoch i dowolnosé macierzy
unitarnych tj. do macierzy unitarnej i jej sprzezenia. Po tych zmianach mozna tez dotozy¢
dodatkows réwnosé z kresem dolnym. Tak zaprojektowane twierdzenie zostato przedsta-
wione przez Yuanyuan Tu i Runging Su w pracy [50]. Dow6d tego twierdzenia przepro-
wadzimy tg samg metodg jak w dowodzie twierdzenia 21. Oryginalny dowod wykorzystuje
narzedzia teorii majoryzacji. Nalezy jeszcze wspomnie¢, ze analogiczng nierownos¢ jak we
wspomnianym twierdzeniu przedstawil niezaleznie Hans Richter w pracy [46].

Twierdzenie 24. Dla dowolnych macierzy A, B € H,,(C) spelnione sq réwnosci:

n

sup tr(UAUB) =Y N(A)N(B) (1.25)
Uetn(C) i=1
oraz: .
Uell/{rif(([}) tr(UAU*B) =Y X(A)A_it1(B). (1.26)

i=1
Dowdd. Zauwazmy, ze réwnosé (1.26) wynika bezposrednio z réwnosci (1.25) poprzez pod-
stawienie macierzy —B w miejsce macierzy B, poniewaz \;(—B) = —\,_;41(B) dla kazdego
i € {1,...,n}. Z tego powodu udowodnimy tylko réwnosé¢ (1.25). Roztézmy macierze A
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i B wedhug wartosci wtasnych, odpowiednio, do postaci:
A=VDV* oraz B=WTW*,

gdzie V, W € U,(C) oraz D = diag (M(A), ..., M(A))i T = diag (A(B),..., \u(B)). Stad
korzystajac z faktu, ze slad macierzy jest niezalezny od cyklicznej permutacji czynnikoéw
iloczynu macierzy mamy:

tr(UAU*B) = tr(UVDV*U*WTW*) = tt(W*UVDV*U*WT) = tr(QDQ*T),  (1.27)

gdzie QQ := W*UV € U, (C). Zapiszmy macierze D i T jako:

D= Z%‘Xz‘ oraz T = Zﬁz‘Xu (1.28)

=1 i=1

gdzie dla kazdego i € {1,...,n} mamy:

X; :=diag(1,...,1,0,...,0),
———

i krotnie

An(A4), gdy i =1,
Q; =
)\nfiJrl(A) - )\n7i+2<A)7 gdy (&S {27 s 7n}7

oraz:
. A(B), edy i =1,
Y )\n—i+1(B) - )\n—i+2(B)7 gdy S {27 cee 7n}'

Zwrbéémy uwage, ze o; = 0 oraz ; > 0 dlai € {1,...,n— 1} oraz o, € R1i 3, € R. Na
mocy rozkltadow (1.28) mamy:

QDQ'T = Q> a;X;Q" > BiX; =Y > afQX:Q" X,
i=1 j=1

i=1j=1

skad réownosé (1.27), przy wykorzystaniu liniowosci $ladu macierzy, przechodzi w nastepu-
jace wyrazenie:

tr(UAU”B) = tr (

1 i=1j=1

i=1j

Ustalmy 4, j € {1,...,n}. Bezposrednio sprawdzamy, ze dla kazdego [ € {1,...,n} mamy:

* > (@l edy 1< .
(QXZQ Xj)ll = { r=1
0, gdy [ > j,

czyli:

J (2

tr(QXiQ X;) = > > 1(@Qul* =2 D 1@l

I=1r=1 r=11[1=1
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Macierz () jest unitarna, wiec zachodzi:
MNP =1, le{l,...,n}, oraz SQm>=1, re{l,...,n}
=1

Rozwazamy cztery przypadki.

a) Jeslii,j€{l,...,n—1}, 1> j, to:
tr(QX:Q"X;) < YD HQ)? =D 1=j=tr(X;X)).
by Jeslid,je {1,...,n—1},i < j, to:

QX X) < S NQul? =31 =i = tr(X.X,).

r=11[1=1 r=1

c) Jeslii=mn,je{l,...,n— 1}, to:

BOXQX) = S S (@l = 31 = j = (X)),

I=1r=1 =1

d) Jesli j=n,ie{l,...,n— 1}, to:

HQXQX) = S @l = X1 =i = t(X.X,).

r=11=1 r=1

Stad, poniewaz a; > 0 oraz §; > 0 dla dowolnych ¢,j € {1,...,n—1} oraz a,, € Ri, € R,
wiec:
dla dowolnych 4,5 € {1,...,n}. Réwnanie (1.29), na podstawie nieréwnosci (1.30) oraz

liniowosci sladu macierzy, przyjmuje postaé¢ nieréwnosci:

n

r(UAU*B ZZ a; 35 tr(X; X;) —U(ZZaZﬂjtr XX))
i=1j5=1 =1 j5=1
Poniewaz po elementarnych przeksztalceniach i skorzystaniu z rozktadu (1.28) otrzymuje-

my:

i=11i=1 i=1 i=1
wiec:

n

tr(UAU*B) < tr (diag (M(AA(B), ... ,/\n(A)An(B)>> = Y AN (AN(B),

=1
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co po przejsciu do kresu gornego po dowolnych Uy, ..., U, € U,(C) daje:

sup tr(UAU*B Z Ai(A
Uel,(C) i=1

Aby udowodnié¢ przeciwng nieréwnosc¢, wystarczy zauwazy¢, ze WV* € U,,, a wiec zachodzi:
sup tr(UAU*B) > tr(WV*AVW?*B) = tr(V*AVW*BW) = tr(DT) = > _ X(A)N(B),

Uelt,(C) i=1

co prowadzi do tezy twierdzenia. O

Uwaga 4. Podobnie jak w twierdzeniu 24, tak i w twierdzeniu 22 mozna rozwazac oprocz
kresu gornego rowniez kres dolny. W tym przypadku, przy zatozeniach takich jak w twier-
dzeniu 22, mamy:

inf
U17~~~7Ukeun((c)

k
tI(HUjAj)‘ =0
7=1

Mozna uogélni¢ twierdzenie 24 zmniejszajac wymiar drugiej macierzy hermitowskiej
i zamieniajac macierz unitarng na potunitarng. Aby po tych zmianach twierdzenie nadal
byto prawdziwe trzeba dodatkowo zatozy¢, by druga macierz hermitowska byta dodatnio
potokreslona. Wspomniane uogélnienie jest podane w znanej monografii Alberta W. Mar-
shalla, Ingrama Olkina i Barry’ego C. Arnolda z teorii majoryzacji — zob. [38, Chapter 20,
Proposition A.2.a|. Jednak brakuje w nim zalozenia, by druga macierz hermitowska by-
ta dodatnio pétokreslona. Stosowny kontrprzyktad podamy po twierdzeniu, przytoczonym
oczywiscie juz w poprawnej wersji.

Twierdzenie 25. Dla kazdej macierzy A € H,(C) oraz kazdej macierzy B € Hj(C)
spetnione sq rownosci:

sup tr(UAU*B) =>_ N (A)N(B)
U€lUy n(C) i=1
oraz:
inf _te(UAUB Z A1 (A)N(B).

Ueuk,n(C)
Nim przejdziemy do dowodu powyzszego twierdzenia, rozwazymy pomocnicze twierdze-

nie zwane twierdzeniem Poincarégo o oddzielaniu? (ang. Poincaré separation theorem).

Twierdzenie 26. Dla dowolnej macierzy A € H,(C) oraz dowolnej macierzy U € Uy, ,,(C)
zachodzi UAU* € Hy,(C) oraz:
A(UAU*) < Mi(A)

dla kazdego i € {1,...,k}.

4Mozna przypuszczaé, ze stowo ,,oddzielanie” w nazwie twierdzenia bierze sie stad, ze w najogélniejszej
wersji twierdzenia dla kazdego i € {1,...,k} spelnione jest:

An—ik+i(A) < M(UAU™) < Ai(A),

czyli wartosci wlasne macierzy UAU* ,oddzielaja” od siebie najwieksza i najmniejsza wartos¢ wlasng
macierzy A.
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Dowaéd. Zauwazmy, ze na podstawie ortogonalizacji Grama-Schmidta mozna znalez¢é ma-
cierz V' € Ugp—i)n(C) taka, ze:
U

v| € U,(C).

=

Wtedy spelnione jest:

WAW™* = MAM - lVA] U ve] = [VAU* VAV*] € U, (C).

Oczywiscie réwniez UAU* € H(C). Niech xy,...,2, € C" oraz yi,...,yx € C* beda
ortonormalnymi zbiorami wektoréw wtasnych odpowiednio macierzy WAW™* i U AU*, czyli:

WAW x; = \i(WAW™)z; dla kazdego i € {1,...,n}

oraz:

UAU y; = Ni(UAU)y; dla kazdego i € {1,...,k}.

Poniewaz dla kazdego A € C zachodzi:
det(WAW™ — AI) = det (W (A — \I)W*) = det(WIW*) det(A — AI) = det(A — AI),
wiec dla dowolnego i € {1,...,n} mozemy przyjac:
A(A) = X\ (WAW™).

Dla kazdego i € {1,...,k} zdefiniujmy wektor z; € C" jako:

s m |

Ustalmy pewne i € {1,...,k} oraz rozwazmy dwie podprzestrzenie liniowe R oraz S prze-
strzeni liniowej C™:

R =span{z;,...,z,} oraz S =span{zy, ..., 2}

Poniewaz:
dmR+dimS=n—-i+1)+i=n+1,

wiec dim(R N S) > 1, czyli istnieje wektor jednostkowy v € RN S C C". Poniewaz u € S,
wiec istnieje wektor jednostkowy v € C* taki, ze:

v
u = [0] oraz v € span{y, ..., Y}

Stad istnieja skalary «y,...,a, € C oraz 3y, ..., 5; € C, dla ktérych:

n )
U= Z ;T oraz V= Z BY;,
=i j=1
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gdzie z twierdzenia Pitagorasa zachodzi:

dololf=1 oraz Y |B* =1
=i j=1
Na tej podstawie znajdujemy:

VAW, ) <Za]WAW x],Zam> <iajxj(A)xj,iam> _

Jj=t =i

Zajdl)\j( (xj,21) Z|aJ] A Z\aj|2

=i l=i

.

oraz:

)

(UAU,v) zaJUAU*y],zﬁzyl> <z@ (VAU yj,zﬁlyl>

i i

=3 BibNUAU ) y;, u) = Z 16;°A\;(UAU™) >
=1

Jj=1 Jj=1

> N(UAU) Y 18512 = N(UAU).
j=1

Poniewaz jednak:

« . *_U*UAU*UAV*U_
(WAW u, u) = u"WAW*u = [0] [VAU* VAV*] [ ] =

. UAU™ | . .
= [v O} [VAU*U] =v*UAUv = (UAU v, v),

wigc otrzymujemy teze twierdzenia. 0
Teraz mozemy przejs¢ do anonsowanego powyzej dowodu.

Dowéd twierdzenia 25. Zacznijmy od tego, ze druga réwnos$¢ wynika z pierwszej przez pod-
stawienie macierzy —A w miejsce macierzy A. Stad wystarczy udowodnic¢ pierwsza réwnoscé.
Na mocy twierdzenia 24 dla kazdego U € U, ,,(C) mamy:

k
S MUAUN(B) > tr(IUAUI* B) = tr(UAU" B),
i=1
gdyz UAU* € H;(C). Wykorzystujac twierdzenie 26 oraz fakt, ze dla kazdego i € {1,...,k}
zachodzi \;(B) > 0, otrzymujemy:

k k
r(UAU*B) < SN (UAUSN(B) < 3 N(A
i=1

=1
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Stad, po przejsciu do kresu gérnego po dowolnych U € Uy, ,,(C), dostajemy:
k
sup tr(UAU*B) <> N(A)N(B).
U€Uy, . (C) i=1

Udowodnimy nieréwnos¢ przeciwng. Roztézmy macierze A i B wedtug wartosci wlasnych,
odpowiednio, do postaci:

A=VDV* oraz B=WTW*,

gdzie V € U, (C), W € Up(C) i D = diag (M(A), ..., M(A)), T = diag (\(B), ..., \(B)).
Zdefiniujmy macierz F' € Uy, ,,(C) wzorem:

F = [I 0}
i zauwazmy, ze WEV* € Uy, ,(C). Stad otrzymujemy:

sup tr(UAUB) > tr(WFV*AVEF*W*B) =

U€Uy,,n (C)
k
= tr(FV*AVF*W*BW) = tr(FDF*T) = Y Ni(A)N(B),
i=1
poniewaz:
FDF* = diag (AM(A), ..., \(4)),
co konczy dowdd twierdzenia. O]

Przejdzmy teraz do wspomnianego wczesniej kontrprzyktadu.

Przyktad 5. Niech:

1
T O (A P
010
Wiedy:
WAW*B = [8 8} i tr(WAW*B) =0
oraz:

Stad znajdujemy:

sup tr(UAU*B) 2 tr(WAW*B) =0 > —1 = A\ (A)A1(B) + Xa(A)Xa(B).
UEU2,3((C)

Zauwazmy, ze podstawiajac w twierdzeniu 25 macierz jednostkowa I w miejsce macie-
rzy B, mozemy otrzymac nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 27. Dia kazdej macierzy A € H,,(C) spelnione sq réwnosci:
k

k
sup tr(UAU") = > \i(4) oraz inf tr(UAU") =) Aja(A).
UeUy, n(C) i=1 U€Uy,n(C) i=1

Twierdzenie to bedzie wykorzystane w kolejnym podrozdziale.

1.3. Mocniejsza wersja nieré6wnosci Hadamarda wedlug Krejna

W artykule [27] Mark Grigorjewicz Krejn zajmowatl sie twierdzeniem o usrednianiu
operatoréw jadrowych. Jako rezultat uzupetiajacy gtéwny wynik podat nastepujaca nie-
rownos¢, bedacg wzmocnieniem nieréwnosci Hadamarda.

Twierdzenie 28. Dla dowolnej macierzy H € H;H (K) prawdziwa jest nastepujaca nierdw-

noscé:

5 n—1 K n
det H < (1 - n) (1 + n) i:Hl(H)”"
gdzie:
R 0L
ij=1\/(H)i(H);j
i#]

Zauwazmy, iz powyzsza nierownosé jest ewidentnym wzmocnieniem nierownosci Hada-

marda. Wynika to stad, ze funkcja:

(—(n2—n),n2—n) S K (1_n2,{—n)n_1 (1—1—2)

przyjmuje wartos¢ maksymalna réwna 1 dla k = 0. Warto zastanowi¢ sie nad pytaniem,

czy jest ona wzmocnieniem zoptymalizowanej nieréwnosci Hadamarda. W zwigzku z nim
zwréémy uwage, ze majoranta wyznacznika macierzy H jest funkcja elementéw na przekat-
nej macierzy H dla klasycznej nieréwnosci Hadamarda, funkcja elementéw na przekatnej
macierzy H i czedci rzeczywistych elementéw poza przekatna macierzy H dla nieréwnosci
Hadamarda wedtug Krejna oraz funkcja wszystkich elementéw macierzy H dla zoptyma-
lizowanej nieréwnosci Hadamarda. Na tej podstawie nie dziwi niejednoznaczna odpowiedz
na powyzej postawione pytanie, a czego dowodza ponizsze dwa przyktady.

Przyklad 6. WeZmy dodatnio okreslong macierz hermitowskq:

19 5 -1 —-10
- 5 9 9 0

-1 9 13 4

-10 0 4 13

7 klasycznej nieréwnosci Hadamarda mamy:

det H < 28899,
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natomiast ze zoptymalizowanej nierowno$ci Hadamarda dostajemy:
det H < 8892,

podczas gdy z nierownosct Hadamarda w wersji Krejna otrzymujemy tylko:
det H < 26208.

Warto réwniez to poréwnac z wartoscig wyznacznika:
det H = 1764

Przyktad 7. Rozwazmy tym razem dodatnio okreslong macierz hermitowskq postaci:

13 0 -4 -1
0 18 -3 -3
-4 -3 9 -4
-1 -3 -4 14

H =

Klasyczna nieréwnosé Hadamarda daje nam oszacowanie:
det H < 29484.
Zavwazmy, ze zoptymalizowana nierownos¢ Hadamarda daje nam tylko:
det H < 25452,
a nierownos¢ Hadamarda w wersji Krejna znacznie lepiej:
det H < 19950.
Natomiast wartos¢ wyznacznika to:
det H = 17424.

Aby udowodnié¢ twierdzenie 28 rozwazmy nastepujacy lemat. Jest on jednym z podsta-
wowych wynikéw teorii majoryzacji (zob. [38]), ktéra jednak pominiemy w tej dysertacji,
tak jak Krejn pominagt ja w swoich rozwazaniach.

Lemat 3. Niech liczby oy > ... 2 a, =201 06y > ... > (B, > 0 bedq takie, ze dla kazdego
j€{1,...,n} spelnione jest:
J J

i <5, (1.31)

=1 1=

—

a poza tym zachodzi rownosc:

Zai = znjﬁ (1.32)
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Wtedy prawdziwa jest nierownosé:

Dowdd. Rozwazmy funkcje f: [0,1] — R okreslong wzorem:

n

£ =TI (tei + 1 = 1)8;).

i=1

Jej pochodna ma postac:
fey=> (H (toi+ (1 - t)ﬁ))(aj - 5)),

skad, po skorzystaniu z przeksztatcenia Abela dla sum skonczonych, dostajemy:

’t):jz: (ﬁ(taﬂr(l—t)ﬁi))—(ﬁ (ml 1—tﬁz)> zjj

=1 i=1 i=1
i iAg+1
(T (o4 (1 08) ) Sl = ).
=1 =1

i#n

Na mocy réwnoéci (1.32) otrzymujemy z powyzszego:
_ n J
Z ( aji — aj) + (1—t)(5j+1—ﬁj)>< I1 (tarF (1-1) @))Z
j=1 =1 =1

i¢{j.j+1}
Poniewaz dla kazdego j € {1,...,n — 1} mamy o; > ;4 oraz 5; > (41, wiec:
oy — ag) + (1 = 1)(Bj1 — 5;) <0,

a poniewaz dla kazdego i € {1,...,n} zachodzi o; > 0 oraz 3; > 0, wiec dla kazdego
j€{l,...,n— 1} otrzymujemy:

n

I1 (tai +(1- t)ﬁi) >0

=1
i (7.+1}
To za$ w polaczeniu z nieréwnoscia (1.31) daje:
f(t) >0,

czyli funkcja f jest niemalejaca, wiec ostatecznie dostajemy:

[T i = 71> 7(0) = [] 5.
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co byto do pokazania. O]

Oprécz powyzszego lematu do udowodnienia twierdzenia 28 uzyjemy nastepujacego
twierdzenia, ktore zostato przedstawione przez Krejna w wersji operatorowej. Tutaj row-
niez bedziemy oznacza¢ wartosci wlasne macierzy hermitowskiej tak jak w poprzednim

podrozdziale.
Twierdzenie 29. Niech macierze Hy, ..., H, € H}(C) majg dokladnie takie same warto-
Sci wlasne. Wtedy dla dowolnych liczb py, . .., pu. € (0,1) takich, Ze:

dowi=1,
j=1

prawdziwa jest nierownosc:

det H1 < det (ZMJHJ>
j=1

Dowdéd. Ustalmy k € {1,...,n}. Wezmy dowolna macierz U € Uy, ,(C). Na mocy twierdze-
nia 27 zachodzi:

k
i=1 i=1
gdzie ostatnie przejécie wynika z faktu, ze wszystkie macierze Hy, ..., H, maja takie same

wartosci wlasne. Przemnazajac j-tg nierownosc przez (i, i sumujac tak powstate nier6wnosci
stronami, otrzymujemy:

r k

ZT:MJ tr(UH;U") < Zﬂjz)\i(ﬂl) =>_ Ai(H1),

j=1 i=1

co z liniowo$ci sladu daje nam:

=1

, (U(éwﬂj)w) < S A (HD)

Poniewaz Y u;H; € H;(C), wiec przechodzac do kresu gérnego po wszystkich macierzach
j=1

U € Up»n(C), otrzymujemy z twierdzenia 27 nieréwnosé:

Zk:)‘i<zrjﬂjHj> < Ai(H), (1.33)

i=1

prawdziwg dla kazdego k € {1,...,n} z dowolnosci wyboru k. Co wiecej jeszcze mamy:

.zn:)‘i<iﬂjHj> = tr (iujHj> = iujtrHj =
" "~ (1.34)

n

= éﬂji)\i(fm = éﬂji/\i(ffl) =Y N(Hy).

i=1
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Nieréwnos¢ (1.33) oraz réwnosé (1.34) na podstawie lematu 3 implikuja, ze:

det (Z,LL]HJ> > det Hl,
7=1

co konczy dowod twierdzenia. O

Potrzebny nam jeszcze bedzie lemat, méwiacy o wartosci wyznacznika pewnej specy-
ficznej macierzy.

Lemat 4. Dia dowolnych x,y € C oraz macierzy A € M,,(C) takiej, ze:
T, gdyi=j,
(A)ij = { o
y, gdyi#j,

zachodzi:
det A= (z — y)”’l(:c + (n — 1)y)

Dowdd. Aby obliczy¢ wyznacznik:

det A =

B SRS NS
BSOSO NS
EENSOE I SN

SIS SN
RS S

vy vyvy - T

odejmijmy pierwszy wiersz od wszystkich pozostatych, otrzymujac w wyniku tego:

x Y Y Y Y

y—xr r—y 0 0 0

Yy—x 0 T —y 0 0

detA:y—x 0 0 r—y 0
Yy—x 0 0 0 e T =y

Dodajac teraz do pierwszej kolumny wszystkie pozostate kolumny, dostajemy:

r+n—-1y y y Y y
0 x—y 0 0 0
4 0 0 x—y 0 0
det A = 0 0 0 z—y 0 |
0 0 0 0 e X —y
skad juz bezposrednio odczytujemy wyznacznik macierzy A, co byto do pokazania. O

Mozemy juz teraz przejs¢ do dowodu gltownego twierdzenia tego podrozdziatu.
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Dowdd twierdzenia 28. Niech macierz G € H;H(C) bedzie taka, ze:

L, gdy i =,
(G)ij = (H);; ody i # j.
(H)ii(H)j;
Wtedy spelnione jest:

i=1
oraz:

KR = Z (G)kl
k=1
kil
Dla dowolnej permutacji o € S,, zdefiniujmy macierz P, € U, (C) jako:
1, gdyo(i) =7,
(Fo)ij = L
0, gdy o(i) #J.

Zauwazmy, ze dla kazdej permutacji o € S,, macierz P,GPx € H;}(C), a jej wartosci wlasne
sg takie same jak wartosci wlasne macierzy G. Poza tym:

(PGP = 3 (B @n(Ph)y = 3 (P)(Gia(Po)yi = (Gt

k=1 k=1

Jako ze P4 = I, wiec na mocy twierdzenia 29 zachodzi:

1 *
det G < det (l > PUGR,). (1.36)

n. O'GS’VL

Zwroémy uwage, ze jesli 1 = j, to:

* . 1
(n' S P GP) = (n > PGP, ) = 1 2 Qoo =
ocESh i *0€SK i *o€Snh

:;!Z{UESMJ(i):k}(G)ka:L,Z(n_l)!'lzla

C k=1

a jezeli 1 # j, to wtedy:

(mZPGP*)':mZ UZU(J_ Z{UESn'U()—k/\U() l}(G)kl:

gESy gESy kl 1
k£l
1 & 1 " K
- Z =3 Z (G = 2
TL — n n k=1 n n
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Stad, korzystajac z lematu 4, otrzymujemy:

1 e ko\"! (n—1r\ ko\"! K
det(MZPUGP”>_<1_n2—n> <1+ n2—n>_(1_n2—n> (1+n>’

gESy

co w polaczeniu z réwnoscia (1.35) i nier6wnoscia (1.36) prowadzi do tezy twierdzenia. [



2

Przeksztalcenia liniowe zachowujgce pewne

rodziny macierzy

W tym rozdziale bedziemy przez M, (R), GL,(R), SL,(R), ¥,(R) i ©,(R) ozna-
czaé zbiory wszystkich macierzy odpowiednio kwadratowych, nieosobliwych, nieosobliwych
o wyznaczniku réwnym jeden, osobliwych oraz osobliwych o wyznaczniku réwnym zero;
wszystkie te macierze sa stopnia n nad R, gdzie R jest ciatlem lub pier$cieniem przemien-
nym z jedynka oraz n € N, n > 2. Zauwazmy, ze jesli R jest ciatem, to ¥, (R) = 0,(R).

Przypomnijmy jeszcze dwie definicje.

Definicja 11. Przeksztalcenie liniowe L: M,(R) — M,(R) nazywamy osobliwym, jesli
ker L # {0}.

Definicja 12. Przeksztalcenie liniowe L: M,,(R) — M, (R) nazywamy nieosobliwym, jesli
ker L = {0}.

2.1. Przeksztalcenia liniowe zachowujgce wyznacznik macierzy

Przedstawimy krotko historie tytutowego zagadnienia zachowywania wyznacznika ma-
cierzy. Przyjmijmy, ze F jest dowolnym ciatem. Nastepujace twierdzenie zawdzieczamy
jednemu z klasykéw algebraicznej teorii macierzy Ferdinandowi Georgowi Frobeniusowi.
Okresla ono specyficzna postac¢ przeksztatcenia liniowego, ktore zachowuje wyznacznik kaz-
dej macierzy.

Twierdzenie 30. Jesli przeksztalcenie liniowe L: M, (F) — M, (F) zachowuje wyznacz-
nik macierzy, czyli:

VX € M,(F): det L(X) = det X,

to istniejg macierze P, Q) € GL,(F), dla ktorych det(PQ) = 1, oraz zachodzi jeden z dwéch
warunkow:

albo VX € M,(F): L(X) = PXQ, albo VX € M,(F): L(X) = PX"Q.

Frobenius w pracy [16] podal powyzsze twierdzenie przy zatozeniu, ze F jest cialem
liczb zespolonych. Amerykanskim matematykom Marvinowi Marcusowi i Benjaminowi Nel-
sonowi Moylsowi zawdzieczamy natomiast kolejny dowdd twierdzenia podanego przez Fro-
beniusa (zob. [37]). Nastepnie polski matematyk Henryk Minc w pracy [40] pokazal, ze
w twierdzeniu 30 wystarczy zatozy¢, iz ciatlo F jest algebraicznie domkniete o charakte-
rystyce zero. I wreszcie w prezentowanej tutaj rozprawie pokazemy, ze w twierdzeniu 30
mozna przyjac jeszcze stabsze zatozenie, a mianowicie tak jak we wstepie ze [ jest dowol-
nym cialem o dowolnej charakterystyce. Dowod twierdzenia 30 oprzemy na twierdzeniu 31
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z kolejnego podrozdzialu. Zamienienie kolejno$ci podania tych dwéch twierdzen wynika
z faktu, iz nie chcemy zaburzy¢ chronologii powstawania dwoch podstawowych twierdzen
tego rozdziatu. Zauwazmy, ze nie mozna tu wykorzystaé oryginalnego pomystu Frobeniusa,
poniewaz w swoim dowodzie korzystat on z faktu, iz jesli dwie funkcje wielomianowe sg
rowne, to maja identyczne wspotcezynniki, co nie zawsze jest prawda w ciatach skonczonych.

Dowdod twierdzenia 30. Oczywistym jest, ze przeksztatcenie L zachowuje zbiér macierzy
osobliwych, tj. L(En(F)) C %,(F). Dla kazdego k € {0,1,...,n} oznaczmy przez D} €
M, (F) oraz DY € M,,(F) macierze diagonalne odpowiednio:

D} = diag(1,...,1,0,...,0)

—_——
k krotnie

oraz:

D)) := diag(0,...,0,1,...,1).
N—_——
k krotnie

Zatozmy nie wprost, ze przeksztalcenie L jest osobliwe, czyli z definicji istnieje macierz
A e M, (F)\ {0} taka, ze L(A) = 0. Wtedy istnieja macierze Y, Z € GL,(F) takie, ze:

A=YD!Z,
gdzie t = rank A # 0 (zob. [17]). Zdefiniujmy macierz B € M,,(IF) wzorem:
B:=YDVZ.

Poniewaz:
YZ=Y(D}+DZ=YD}Z+YD’Z =A+ B,

wiec dostajemy:

det(YZ) =det(A+ B) =det L(A+ B) =det L(B) =
— det B = det(YD"Z) = det(Y Z) det D},

czyli:
det DY =1,

a wiec D? € GL,(F), a stad ¢t = 0, co prowadzi do sprzecznosci, zatem przeksztatcenie L
jest nieosobliwe. Uzywajac twierdzenia 31, otrzymujemy poszukiwang teze. O]

2.2. Nieosobliwe przeksztalcenia liniowe zachowujgce macierze
osobliwe (odpowiednio — nieosobliwe)

Niech F bedzie dowolnym ciatem. Rozwazmy teraz pewne twierdzenie, ktore wyrosto
z twierdzenia Frobeniusa o przeksztatceniu liniowym zachowujacym wyznacznik macierzy.
Zawdzieczamy go francuskiemu matematykowi Jeanowi Dieudonné — zob. [12]. Opisuje ono
postac przeksztatcenia liniowego, ktore zachowuje zbiér macierzy osobliwych.
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Twierdzenie 31. Jesli L: M, (F) — M, (F) jest nieosobliwym przeksztalceniem liniowym
takim, ze L(ER(F)) C X, (F), to istniejg macierze P,Q € GL,(F), dla ktorych:

albo VX € M,(F): L(X) = PXQ, albo VX € M,(F): L(X) = PXTQ.

Do powyzszego twierdzenia bardzo prosto jest poda¢ twierdzenie dualne. Méwi ono
o postaci przeksztalcenia liniowego, ktore zachowuje zbiér macierzy nieosobliwych.

Twierdzenie 32. Jesli L: M,,(F) — M, (F) jest nieosobliwym przeksztalceniem liniowym
takim, ze L(QEH(IF)) C GL,(F), to istniejg macierze P,Q € GL,(F), dla ktorych:

albo VX € M,(F): L(X) = PXQ, albo VX € M, (F): L(X) = PX"Q.

W tym podrozdziale udowodnimy twierdzenie 31 na podstawie ponizszego twierdzenia,
ktorego autorem rowniez jest Dieudonné.

Twierdzenie 33. Niech przestrzen liniowa V C ¥, (F) bedzie wymiaru n? —n. Wtedy:
albo Ju € F1\ {0}: V = RY(F), albo Jv € F>*"\ {0}: V = LU(F),
gdzie:
Ry(F) :={X € M,(F): Xu=0} oraz Ly (F) :={X € M,(F): vX = 0}.

Najpierw podamy autorski dowod twierdzenia 33, ktéry zostal oparty na metodach
pochodzacych z pracy [39].

Dowéd twierdzenia 33. Wprowadzajac na zbiorze {1, ..., n}* porzadek leksykograficzny <,
mozemy przestrzen M, (IF) utozsami¢ z przestrzenia liniowa F™*. Przypomnijmy, ze porza-
dek < definiujemy dla dowolnych par (i, 7), (k,1) € {1,...,n}? nastepujaco:

(i,7) < (k1) <~ (i<k: V (i=k A j<l)).
Dla dowolnej macierzy X € M,,(F) \ {0} zdefiniujemy jeszcze:
w(X) = min {(i,j) € {1,...,n}*: (X);; # 0},

tzn. w(X) jest parg indekséw (7, j) najmniejsza wzgledem relacji < na zbiorze niezerowych
element6w macierzy X. Dla przestrzeni liniowej V znajdujemy baze B = {By, ..., Bp2_,} C
M., (F) w takiej postaci, aby zachodzito:

w(B1) < w(Bs) < ... < w(Bp2_p) (2.1)
oraz:
dla dowolnych s,t € {1,...,r}, s <t. W tym celu wystarczy na macierzach dowolnej bazy

przestrzeni V rozwazanych jako wektory przestrzeni F™* przeprowadzié algorytm eliminacji
Gaussa.
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Pomocniczo zdefiniujmy kwadratowsg macierz zerojedynkowa F' stopnia n powigzang
z baza B nastepujaco:
(F),; = 1, gdy istnieje s € {1,...,n* —n} takie, ze w(B;) = (4, ),
Y 0, w pozostatych przypadkach.
Zauwazmy, ze z warunku (2.1) wynika, ze w macierzy F jest dokladnie n zer, a kazda jedyn-
ka w macierzy F' ,odpowiada”’ doktadnie jednej macierzy z bazy B. Zalézmy nie wprost,

ze zaden wiersz oraz zadna kolumna macierzy F' nie jest zerowa. Wtedy, na podstawie
lematu 5 istnieje permutacja o € S, taka, ze:

(F)io@) =1

dla kazdego ¢ € {1,...,n}. Stad, na mocy definicji macierzy F', mozemy rozwazy¢ macierze
Ay, ..., A, € B takie, ze dla kazdego s € {1,...,n} zachodzi:

w(A) = (s,0(s)).

To za$ oznacza, ze macierze Ay, ..., A, tacznie z permutacjg o spetniaja warunki lematu 6,
na podstawie ktorego istnieja wspolezynniki Aq, ..., \, € {0,1} takie, ze:

> NAg € GL,(F).
s=1
Poniewaz jednak:
> AA, € span{Ay,...,A,} CspanB C X, (F),
s=1

wiec dochodzimy do sprzecznosci z przypuszczeniem, ze zaden wiersz oraz zadna kolumna
macierzy F' nie jest zerowa.

Zalozmy, ze n-ty wiersz macierzy I’ jest wierszem zerowym. Korzystajac z definicji
macierzy F', mozemy przyjac, ze:

B:{Est:sE{l,...,n—l}/\tE{1,--->n}}’

oraz:

w(Ey) = (s,1)

dla dowolnych s € {1,...,n — 1} it € {1,...,n}. Na podstawie definicji funkcji w oraz
warunku (2.2) wnioskujemy, ze:

(B = {1’ ()= 0
0, gdy (i,7) # (s,t) Ni #n.

Ustalmy liczby § € {1,...,n — 1}, € {1,...,n} oraz j € {1,...,n}, j # t, a takze
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permutacje 7 € S, taka, ze 7(3) £t i 7(n) = j. Zauwazmy, ze:

n—1

Y =Y B, € Su(F)

s=1
oraz:
1, gdy (i) =jnie{l,...,n—1},
(Y);; =10, gdy 7(i) #jnie{l,....,n—1},
S Barouss £y (0,) = (n.))

Jedlip € S, 10 # 7, toistnieje r € {1,...,n—1} takie, ze o(r) # 7(r) i wtedy (Y), o) = 0.
Stad, na mocy permutacyjnej definicji wyznacznika, mamy:

n—1

0=detY =sgn(r) > (Esr(s))nj- (2.3)

s=1

Kolejno stwierdzamy, ze:
n—1

7 = Z ESJ.(S) —+ Egg & EH(F)
s=1
oraz:

4>

gdy (7(i) =jnie{l,...,n=1}) V(i,j) = (5,9),
gdy (7() #j Ai€{1l,....n—1}) A(i,5) # (3,),

1,
(Z2)i = S_
;( Esr(s))nj+ (Esp)ng, gdy (4,7) = (n,)).

Niech o € S, i 0 # 7. Jesdli o(8) # 7(5) i 0(8) # t, to mamy (Z)3,05 = 0. Natomiast jesli
o(5) = 7(8), to istnieje r € {1,...,n — 1} \ {5} takie, ze o(r) # 7(r) i stad (Z), o) = 0.
Jezeli za$ o(8) = 1, to poniewaz p := 77(1) # §

o(p) # 0(8) =t = (77(D)) = 7(p).

, wiec:

Jednakze p € {1,...,n—1}, czyli (Z), ) = 0. Uzywajac permutacyjnej definicji wyznacz-
nika, dostajemy na podstawie powyzszego, ze:

0= det 2 = s50(r) (5 (Burto o + (B (24)

s=1

Bezposrednio z réwnosci (2.3) i (2.4) otrzymujemy:
(Est)ny = 0.
Podsumowujac wynik czesciowy, widzimy, ze:

()i = {17 gdy (i,7) = (s,1),

0, gdy (4,5) # (s,t) A (i,7) # (n, 1),
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dla dowolnych s € {1,...,n—1}it e {1,...,n}.
Pozostaje nam jeszcze sprawdzié, ze dla dowolnego § € {1,...,n — 1} oraz dowolnych
t1,ty € {1,...,n}, t; # t5, zachodzi:

(Esi)nity = (Esiy) iy - (2.5)

Rozwazmy permutacje 7 € Sy, dla ktérej 7(5) = £, i 7(n) = t5. Zwroéémy uwage, ze:

n—1
M = Z ES,T(S) —I— E§£2 & En(ﬂ?)
s=1
oraz:
L, edy (T() =g Ai€{l,...,n—1})V (i,j) = (5,12),
O, = 0, gdy (7(i) #jAi€{l,....,n—1}) A(i,5) # (5, 2),
DB 8dy () = (n,),
<E§£2)n£27 gdy (%]) = (n7 AZ)'

Niech ¢ € S, bedzie takie, ze dla permutacji 7 i transpozycji (f; t5) zachodzi o # T
oraz 0 # (t; t2) o 7. Jedli o(8) # 1 i 0(3) # L2, to (M)ses = 0. Jezeli o(3) = ; lub
0(3) = t, to istnieje r € {1,...,n — 1} \ {5} takie, ze o(r) # 7(r) lub o(r) # (£, t3) o (),
jednakze (£; t2)o7(r) = 7(r), czyli (M), oy = 0. Stad, korzystajac z permutacyjnej definicji
wyznacznika, otrzymujemy:

0 = det M = sgn(7) ((Esiy) iy — (Fsiy )i ) (2.6)

czyli dostajemy (2.5). Wnioskujemy z tego, ze istnieja skalary ki,...,k, 1 € F, takie ze
ostatecznie zachodzi:
L, gdy (i,5) = (s,1),
(E5t>’ij = Rs, gdy (Zaj) = (n7t)7
0, gdy (i,7) # (s,t) A (i, ) # (n,1),

dla dowolnych s € {1,...,n—1}it e {1,...,n}.
Zdefiniujmy wektor v € F*™ nastepujaco:

V= [—Kiy .oy —Kno1, 1]
i zauwazmy, ze dla dowolnych s € {1,...,n—1}it € {1,...,n} zachodzi:
vEg = 0.
Oznacza to, ze V C L!(F), ale poniewaz wymiar przestrzeni liniowej LV (F) jest réwny
n? —n, wigc V = LY(F). Sytuacje, gdy ktorys$ z innych wierszy macierzy F jest zerowy lub

ktoras z kolumn macierzy F' jest zerowa, rozwaza sie analogicznie, co rownoczeénie konczy
dowdd twierdzenia. O
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Jak widzieliSmy, w dowodzie twierdzenia 33 korzystaliSmy z dwoch wynikow technicz-
nych, z ktorych pierwszy jest natury kombinatorycznej. Dla porzadku podajemy je ponizej
tacznie z dowodami, w ktorych bedziemy uzywali oznaczenia A(k,l) € M,_1(F) na ma-
cierz powstala z macierzy A € M,,(F) poprzez wykreslenie k-tego wiersza i [-tej kolumny.
Zauwazmy, ze wtedy dla i € {1,...,n} \ {k} oraz j € {1,...,n} \ {l} zachodzi:

Aij = (A, 1)) (2.7)

ok (i),01(5)’

gdzie g, jest cyklem postaci (nn—1 ... m+1m) e S, dlame{1,...,n}.

Lemat 5. Jesli kwadratowa macierz zerojedynkowa F' stopnia n zawiera dokladnie n zer,
ktore nie lezg ani w tym samym wierszu, ant w tej samej kolumnie, to istnieje permutacja
o €S, taka, ze:

(F)io@) =1 (2.8)
dla kazdego i € {1,...,n}.

Dowdd. Udowodnimy stabsza wersje lematu. Przeprowadzimy tu indukcje ze wzgledu na
n € N przy stabszym zalozeniu moéwiacym, iz macierz F' zawiera nie wiecej niz n zer oraz
w zadnym wierszu ani w zadnej kolumnie nie ma samych tylko zer. Jedli n = 2, to macierz
F nie ma zer, ma jedno zero lub na ktérejs z przekatnych ma dwa zera i permutacja
o € S, spelniajaca warunek (2.8) jest prosta do znalezienia. Teraz przyjmijmy, ze n > 2
1 rozwazmy trzy mozliwe sytuacje:

e jesli macierz F' ma w kazdym wierszu i kazdej kolumnie co najwyzej jedno zero, to
bierzemy dowolne k,l € {1,...,n}, dla ktérych zachodzi (F)x = 1,

e jedli macierz F' ma w wierszu k € {1,...,n} wiecej niz jedno zero, to poniewaz nie
moze by¢ w tym wierszu samych zer, wiec istnieje takie [ € {1,...,n}, ze (F)y =1,

e jedli macierz F' ma w kolumnie [ € {1,...,n} wiecej niz jedno zero, to poniewaz nie
moze by¢ w tej kolumnie samych zer, wiec istnieje takie k € {1,...,n}, ze (F)u = 1.

Tak czy inaczej, macierz F'(k,l) jest zerojedynkowa macierza kwadratowa stopnia n — 1,
ktora zawiera nie wiecej niz n — 1 zer oraz w zadnym wierszu ani w zadnej kolumnie nie
ma samych tylko zer. Poprzez indukcje wnosimy, ze istnieje permutacja 7 € S,,_; taka, ze:

F(k,1 =1 2.9
(FD), (2.9)
dla dowolnego j € {1,...,n — 1}. Zdefiniujmy permutacje o := gl_l oTo g €5, Jesli
ie{l,...,n}\ {k}, to wtedy ox(i) € {1,...,n — 1} 1 korzystajac z wlasnosci (2.7) oraz
réwnosei (2.9), otrzymujemy:

E,U(i) - (F(k>l)) = (F(k7l)) =1

ok (1),01(o(4)) o0k (3),7 (0 (2))

Natomiast gdy ¢+ = k, to:
Fio@ = Fu =1

Stad permutacja o spelnia warunek (2.8), co na mocy zasady indukcji matematycznej
ostatecznie konczy dowod lematu. O]
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Lemat 6. Niech macierze Ay, ..., A, € M, (F) bedqg takie, Ze dla dowolnej permutacji o €
S, w macierzy As, gdzie s € {1,...,n}, pierwsze s—1 wierszy jest zerowych, natomiast s-ty
wiersz ma jedynke na o(s)-tej pozycyi, a przed nig same zera. Wtedy istniejq wspotczynniki
Ay A €40, 1}, takie Ze:

zn: AsAs € GL,(F).
s=1

Dowdd. Zdefiniujmy macierz C' € M, (F) przyjmujac, ze s-tym wierszem macierzy C' jest
s-ty wiersz macierzy A,, tj. pierwszy niezerowy wiersz macierzy A,, ktéry ma pierwszy
niezerowy element na pozycji o(s). Stad kazdy wiersz macierzy C' ma pierwszy niezerowy
element w innej kolumnie, a wiec macierz ta jest nicosobliwa. Przyjmijmy D, := A,C~!
dla kazdego s € {1,...,n}. Zwr6¢my uwage, ze w macierzy Dy pierwsze s — 1 wierszy jest
zerowych, a s-ty wiersz ma jedynke na s-tej pozycji i poza tym zera. Pokazemy indukcyjnie,
ze istniejg wspotezynniki Ay, ..., A\, € {0,1} takie, ze:

S AD, € GLo(F). (2.10)

s=1

Przeprowadzimy indukcje matematyczna wzgledem n. Dla n = 2 teza (2.10) jest oczywiscie
speliona. Niech wiec n > 2. Zalézmy, ze (2.10) jest spelnione dla pewnego n — 1, gdzie
n > 1. Wéwezas istnieja wspolezynniki A, ..., \,—1 € {0, 1} takie, ze:

det (&j A Dy (n, n)> £ 0. (2.11)

Zauwazmy, ze korzystajac z rozwiniecia Laplace’a wzgledem ostatniego wiersza, dla dowol-
nej macierzy A € M,,(F) zachodzi:

det(A + D,,) = i(—nnﬂ‘(A + Dy)aj det ((A+ Da)(n, ) =

j=1
=Y (-1)""A,; det (A(n,j)) + det (A(n, n)) = det A + det (A(n, n))
j=1
Stad mamy:
n—1 n—1 n—1
det <Z XDy + Dn> = det (Z )\st> + det (Z /\SDS(n,n)> ,
s=1 s=1 s=1
czyli:

n—1 n—1
det (Z AsDg + Dn> #0 lub det (Z /\st> £ 0,

s=1 s=1

gdyz w innej sytuacji dostaliby$my sprzecznos$é z zatozeniem (2.11). Jesli zachodzi:

n—1
det (Z AD, + Dn> £ 0,
s=1

to przyjmujemy A, = 1, natomiast w przeciwnym przypadku A, = 0. Ostatecznie wiec
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otrzymujemy:
det <Z )\st> # 0,
s=1

co na mocy zasady indukcji matematycznej prowadzi do tezy (2.10), z ktorej to dostajemy:

S A =S ADC = <Z )\st> C € GL,(F),
s=1 s=1 s=1

co konczy dowdd lematu. n

Teraz mozemy juz przejs¢ do bezposredniego dowodu gltownego twierdzenia tego pod-
rozdzialu. W dowodzie tym wykorzystamy metody dowodowe z pracy [49].

Dowéd twierdzenia 31. Niech ey, ..., e, € F"*! beda kolejnymi wektorami bazy kanonicz-
nej. Zauwazmy, ze dla kazdego ¢ € {1,...,n} przestrzen liniowa R¢ (F) jest zbiorem wszyst-
kich macierzy o zerowej i-tej kolumnie. Zdefiniujmy rowniez dla i € {1,...,n} przestrzen
liniowa K¢ (F) C M.,,(F) jako zbiér tych wszystkich macierzy, ktore poza i-ta kolumna maja
zerowe kolumny. Pomiedzy wspomnianymi przestrzeniami zachodzi naste¢pujaca tozsamosc:

Ki(F) = R*(F), ie{l,...,n}. (2.12)
=
Poniewaz dla kazdego i € {1,...,n} przestrzen liniowa L(RZZ‘ (IF)) ma wymiar n? —n
i zawiera tylko osobliwe macierze, wiec z twierdzenia 33 istniejg wektory ug, ..., u, € F**!
takie, ze:
L(RS(F)) = Rw(F) b L(RE(F)) = Ly (F)
dla kazdego i € {1,...,n}. Bez utraty ogélnosci mozemy przyjac, ze:

L(R; (F)) = Ry (F),

T
zastepujac w razie potrzeby przeksztatcenie L(-) przeksztalceniem (L()) :
Zat6zmy nie wprost, ze dla pewnego ¢ € {2,...,n} spelnione jest:
T

L(Rg(F)) = L (F).

Zauwazmy, ze wtedy przestrzen liniowa R (F) NRE (F) ma wymiar n? — 2n, podczas gdy
wymiar przestrzeni liniowej:

L(R; (F) R (F)) = LR (F)) 0 L(R5 (F)) = Ry (F) 0 L3 (F)

jest réwny n? — 2n + 1. To za$ jest sprzeczne z nieosobliwoécig przeksztalcenia L. Stad
wnioskujemy, ze dla kazdego i € {1,...,n} zachodzi:

L(R(F)) = Ru(F).

Przyjmijmy, ze wektory u,,...,u, € F"! s3 liniowo zalezne. Wtedy istniejg skalary
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K1, ..., Kk, € F, nie wszystkie réwne zero, dla ktérych spetnione jest:

n
Z RrpUp = 0.
k=1

Bez utraty ogélnoéci mozemy zatozy¢, ze wlasnie k1 # 0. Zauwazmy, ze mozemy przedsta-
wi¢ dowolng macierz A € M,,(F) w postaci:

A=A+ A,
gdzie A € K1 (F) oraz A € R (F). Wtedy z zaleznosci (2.12) otrzymujemy:
L(4) € L(K}(F)) = (ﬂ R (F ) = N L(Ri(F)) = () Ry (F)
k=2 k=2

czyli dla kazdego k € {2,...,n} mamy L(A)u;, = 0, a wiec:

L(A)u; = L(A) < — Rk Zn: /{kuk> =~k Zn: kpL(A)u = 0.

Ponadto L(A) € L(Rf} (F)) = RY“(F), co implikuje L(A)u; = 0. Stad, z liniowoci prze-

ksztatcenia L, dostajemy:
L(A)uy = L(A)uy + L(A)uy = 0.

Poniewaz u; # 0, wiec L(A) € X, (F), czyli L(M,AIF)) C X,(F), co jest z sprzeczne z nie-
osobliwo$cig przeksztalcenia L, a zatem wektory ug, ..., u, € F™*! sg liniowo niezalezne.
Zdefiniujmy teraz przeksztatcenie A: M,,(F) — M, (F) wzorem:

gdzie:
U:= [ul Uy -+ un} € gL, (F).

Jest ono liniowe, nieosobliwe i odwzorowuje macierze osobliwe w macierze osobliwe. Co
wiecej, dla kazdego i € {1,...,n} otrzymujemy:

A(RE(F)) = R (F), (2.13)

poniewaz wymiar przestrzeni A(Rﬁj (F )) jest téwny n? —n oraz jesli A € R%(F), to L(A) €
R (F) i wtedy:

czyli A(A) € R (F). Postugujac sie po raz kolejny zaleznoscig (2.12), dostajemy na pod-
stawie powyzszego:

A(KL(F)) = A< (n] R;k(IF)) = rn] A(RsE(F)) = (n] ReH(F) = Ki(F),  ie{l,...,n}.
7e

k=1 k=1
ki ki
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Stwierdzamy wiec, ze przeksztalcenie A dziata tylko na niezerowej kolumnie macierzy
z przestrzeni liniowej K (F), gdzie i € {1,...,n}, co w polaczeniu z liniowoscia rzeczo-
nego przeksztalcenia implikuje nastepujacy fakt:

AX) = T ((X)1) Ta((X)2) - Tu((X)a)], (2.14)

gdzie T\, Ty, ..., T, € GL,(F).

Wezmy dowolny wektor @ € F™! i zalézmy nie wprost, ze wektor 7,7, 'z nie jest
krotnoscia! wektora x dla pewnego i € {2,...,n}. Dobierzmy do nich takie wektory
Vg .oy Uis1, Vigl, - - -, Up € F™ 1 aby lgcznie tworzyty zbior wektoréw liniowo niezaleznych.
Zdefiniujmy macierz:

M= {Tl_lx T2_1U2 7}__11?12‘—1 Tflx Tl-jrllviﬂ Tn_lvn} e X, (F).
Otrzymujemy wtedy:
AM) =]z v v TIT'% v o va] € GLL(F),

co prowadzi do sprzecznosci, zatem dla kazdego i € {2,...,n} wektor T;T] 'z jest krotno-
Scig wektora x. Podstawiajac za x kolejne wektory bazy kanonicznej, widzimy, ze macierz
T,T; ' musi by¢ diagonalna, natomiast podstawiajac za = wektor [1,...,1]7, stwierdza-
my, ze co wiecej macierz T;7; " musi byé skalarna. Z tego wnioskujemy, ze dla kazdego
i €{2,...,n} zachodzi:

T = vilx,

gdzie ¥a, ..., v, € F\ {0}. Ostatecznie wiec przeksztatcenie L musi by¢ postaci:

L(X)=AMX) U™ = [TI((X)~1) 1211 ((X)2) %T1((X).nﬂ Ul =
=Ty [(X)a (X)2 oo (X).] diag(1,92, ..., 7)U " =
= Ty X diag(1, 72, ..., 7)) U "
Przyjmujac:
P:=T oraz Q = diag(1,7%2,...,7)U ",

dowodzimy prawdziwosci tezy twierdzenia. O

2.3. Ilos¢ przeksztalcen pewnej postaci zachowujacych
wyznacznik macierzy

W tym podrozdziale zatozymy tylko, ze R jest pierScieniem przemiennym z jedyn-
ka. Niech P,QQ € GL,(R). Zdefiniujmy przeksztalcenia Upg: M, (R) — M, (R) oraz
Veg: Mu(R) — M, (R) odpowiednio wzorami:

Upo(X) =PXQ

1Przez krotnoéé wektora z € F*"*! rozumiemy tutaj wektor Az, gdzie \ € F.
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oraz:

Vpo(X) = PXTQ.

Przy zalozeniu det(PQ) = 1 sa to przeksztalcenia liniowe z poprzedniego rozdziatu, ktére
zachowuja wyznacznik macierzy. Przyjmijmy:

Z,(R) :={Upg: P,Q € GL,(R)Ndet(PQ) =1} U{Vpgo: P,Q € GL,,(R) Ndet(PQ) = 1}.

Postaramy sie znalezé moc zbioru Z,(R). Rozwazymy najpierw pewien techniczny wynik,
ktory nam to utatwi.

Lemat 7. Niech Pi,Q1, Py, Qs € GL,(R). Jesli:
VX € Mp(R): Up, g, (X) = Up,,(X) (2.15)

lub:
VX € M, (R): Vp, 0, (X) = Vp,0,(X), (2.16)

to istnieje odwracalne r € R takie, Ze:
P=rP oraz Qo = r_lQl.
Natomiast niemoZliwe jest, aby:
VX € M, (R): Up, ,(X) = Vp,0,(X). (2.17)

Dowéd. Przyjmijmy wiec, ze warunek (2.15) jest spetniony. Podstawiajac w nim X = [,
widzimy, ze:
PlQl = P2Q27
czyli:
G:=P;'P=@Q:Q7"' € GL,(R).

Na podstawie warunku (2.15) dla kazdego X € M,,(R) mamy:

Py PIX = XQuQ7,

a wiec spetnione jest:

GX = XG (2.18)

dla kazdego X € M, (R). Dla kazdej pary 4,5 € {1,...,n} niech E;; € M,(R) bedzie
macierzg majaca jedynke na pozycji (i, ) i zera poza. Zauwazmy, ze z réwnosci (2.18) dla
dowolnych i, 7 € {1,...,n}, i # j, zachodzi:

0= (GEii)i = (EiG)ij = (G)ij-
Stad, réwniez wykorzystujac réwnosé (2.18), dla dowolnych 7, j € {1,...,n}, i # j, mamy:

(G)ii = (GEij)ii = (EijG)i = (G);-
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Oznacza to, ze istnieje element odwracalny r € R taki, ze:
G=rl,
co koriczy pierwsza cze$¢ dowodu. Przejdzmy do warunku (2.16). Poniewaz:
Mu(R) ={X": X € M,(R)},

wiec moze by¢ on sprowadzony do warunku (2.15), co bezposrednio potwierdza te cze$é
lematu. Analogicznie jak wczesniej pokazujemy, ze jesli warunek (2.17) zachodzi, to dla
kazdego X € M,,(R) musi by¢ spelnione:

GX = XTG. (2.19)
Korzystajac z rownosci (2.19), dla kazdej pary i,7 € {1,...,n}, i # j otrzymujemy:
0= (GEa)y = (E;G)iy = (GQ)y;.

Stad, réwniez na mocy réwnosci (2.19), dla dowolnych 4,j € {1,...,n}, i # j, spelnione

jest:
(G)ii = (GEj)i = (EZ;G)H =0,
czyli:
G =0,
co stoi w sprzecznosci z definicjg macierzy G i prowadzi do tezy lematu. O]

Uwaga 5. Zauwazimy jeszcze, Ze det(PiQq) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy det(P2Qs) = 1.
Mozemy teraz przejéé¢ do gléwnego twierdzenia tego podrozdziatu?.

Twierdzenie 34. Jesl pierscienn R jest skoriczony, to wtedy:
[Zu(R)| = 2|SL.(R)".

Dowéd. Niech rq,...,r, € R beda elementami odwracalnymi, gdzie £ € N oraz r = 1.
Potozmy:
GLI(R) ={X € GL,(R): det X =r;} dlaie {1,...,k}.
Poniewaz dla kazdego i € {1,...,k} przeksztatcenie T;: GL'(R) — SL,(R) zdefiniowane
wzorem:
T;(X) = diag(r; ', 1,..., )X

jest bijekcja, wiec:

GL (R)| = [SL(R)] (2.20)
dla kazdego i € {1,...,k}. Na mocy lematu 7 dla dowolnych P,Q € GL,(R) takich, ze
det(PQ) = 1, mamy:

Unpat'o = Unpryiq = = Unprpig

2 Autorowi dysertacji nie udato sie rozstrzygnaé pytania, czy twierdzenie 34 jest oryginalne.
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a wiec:
k-{Upg: P,Q € GL,(R) Ndet(PQ) =1} = {(P,Q): P,Q € GL,(R) Ndet(PQ) = 1},

czyli:
k-[{Upq: P,Q € GL,(R) Adet(PQ) = 1}] = ngm )| - 1GLE (R)|.

Stad z réwnosci (2.20) dostajemy:

k-[{Upo: P,Q € GLu(R) Adet(PQ) = 1}] = Z|sc

co daje nam:

{Upq: P,Q € GLL(R) A det(PQ) = 1}| = SL.(R)".

Analogicznie pokazujemy, ze:
{Veo: P.Q € GLL(R) Adet(PQ) = 1}] = |SL(R)P
Poniewaz z lematu 7 wynika, ze:
{Upg: P,Q € GL,(R) Ndet(PQ) =1} N{Vpg: P,Q € GL,(R) Ndet(PQ) =1} = 0,

wiec:

|Z0(R)| = 2|SLa(R)I,

co nalezalo pokazac. O

Uwaga 6. Na podstawie poprzedniego twierdzenia mozna odnaleZé przemienne pierscienie
z jedynkq, dla ktorych twierdzenie 30 jest speinione. I tak, korzystajgc z programu Mathe-
matica udalo si¢ ustalic¢, ze |SLy(Z4)| = 48, a ilos¢ przeksztalcen liniowych zbioru Ma(Zy)
zachowujgcych wyznacznik macierzy jest réwna 4608, co na mocy twierdzenia 34 ozna-
cza, ze twierdzenie 30 jest dla niego prawdziwe. Podobnie jest ze zbiorem Mo(Zsg). Jednak,
Juz dla zbioru Mo(Zg), okazalo sie, ze |SLo(Ze)| = 144, a ilos¢ przeksztalcen liniowych
zbioru Mo(Zg) zachowujgeych wyznacznik macierzy jest réwna 82944, czyli przeksztatcen
lintowych zbioru Ms(Zg) zachowujgcych wyznacznik jest dwa razy wiecej niz moc zbioru
25(Zg)! Przykladowym przeksztalceniem liniowym zachowujgcym wyznacznik macierzy ze
zbioru Ma(Zg), ktore nie nalezy do Z9(Zg), jest przeksztalcenie okreslone macierzq:

1000
0340
0430
0001

Kazde przeksztalcenie liniowe zbioru My(Zg) zachowujgce wyznacznik macierzy moze byc
otrzymane przez zloZenie powyziszeqo przeksztalcenia z przeksztalceniem ze zbioru Z5(Zg).
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Na podstawie powyzszej uwagi powstat caly nastepny podrozdziat.

2.4. Przeksztalcenia liniowe macierzy nad pierscieniem modulo

Jak juz wspomniano, ten podrozdzial powstat jako autorskie rozwiniecie uwagi 6. Skta-
da sie na niego uogdlnienie twierdzen Frobeniusa i Dieudonné (tj. twierdzen 30 i 31 od-
powiednio) z rozwazan nad dowolnymi ciatami do dyskusji pierscieni modulo. Co ciekawe,
analogiczny wynik jak w twierdzeniach 30 i 31 uzyskano tylko dla tych pierscieni modulo
Ly, gdzie k € N, k > 2, dla ktérych liczba k jest potega pewnej liczby pierwszej. I tak
zacznijmy najpierw od odpowiednika twierdzenia Frobeniusa.

Twierdzenie 35. Niech k € N, k > 2. Zaloimy, ze przeksztalcenie liniowe L: M, (Zy) —
M, (Zy) zachowuje wyznacznik macierzy, czyli:

VX € My (Zy): det L(X) = det X.

a) Jesli k jest potega pewnej liczby pierwszej, to istniejg macierze P, Q € GL,(Zy,), takie
ze det(PQ) =1 oraz:

albo VX € M, (Z): L(X) = PXQ, albo VX € M,(Z): L(X) = PXTQ.

b) Jesli k nie jest potegq Zadnej liczby pierwszej, to istniejg macierze A, B,C, D €
M, (Zy,), takie ze A+ C,B+ D € GL,,(Zy), det ((A +C)(B+ D)) =1 oraz:

VX € M, (Z): L(X)=AXB+CX'D.

Nastepny wynik to odpowiednik twierdzenia Dieudonné.

Twierdzenie 36. Niech k € N, k > 2. Przyymigmy, Ze nieosobliwe przeksztatcenie liniowe

L: My(Z) = Mu(Zy) jest takie, ze L(©,(Zy)) C O,(Zs).

a) Jesli k jest potegq pewnej liczby pierwszej, to istniejg macierze P, Q € GL,(Zy), takie
ze:

albo VX € M, (Zy): L(X) = PXQ, albo VX € M,(Z;): L(X) = PX'Q.

b) Jesli k mie jest potegq Zadnej liczby pierwszej, to istniejg macierze A, B,C,D €
M, (Zy,), takie ze A+ C,B+ D € GL,(Zy) oraz:

VX € M, (Z): L(X) = AXB+CXTD.

Jak widzimy, w sytuacji gdy k nie jest potega zadnej liczby pierwszej, to w obydwu
twierdzeniach przeksztalcenie L jest postaci wizualnie réznej od postaci w sytuacji, gdy
k jest potega pewnej liczby pierwszej. Oczywiscie czasami moze by¢ do takiej postaci
sprowadzalne, jednak w ogolno$ci niemozliwe jest zawsze jego takie przedstawienie, co



2. Przeksztalcenia liniowe zachowujace pewne rodziny macierzy 56

najlepiej wida¢ w przyktadzie 8, ktory ze wzgledu na potrzebne narzedzia przedstawimy
pozniej.

Twierdzenie 36 podpunkt a) bedziemy dowodzili podobnie jak twierdzenie 31, a wiec
wykorzystamy pewne pomocnicze twierdzenie 37, ktére jest odpowiednikiem twierdze-
nia 33. W wielu miejscach dowody odpowiadajacych sobie twierdzen (pary: twierdzenie 36
podpunkt a) i twierdzenie 31 oraz twierdzenie 37 i twierdzenie 33) pokrywaja sie, jednak
tutaj pozostawiono je w prawie petnych wersjach ze wzgledu na pewne niuanse spowo-
dowane rozwazaniami nad pierécieniami modulo, ktére zatracityby sie w wersji skrotowe]
rzeczonych dowodow, a ktore majg istotny wplyw na mozliwos$¢ przeprowadzenia tych do-
wodéw. Dodajmy jeszcze, ze twierdzenie 36 podpunkt b) oraz twierdzenie 35 udowodnimy
za pomoca twierdzenia 36 podpunkt a).

Warto tutaj wspomnieé¢, ze we wszystkich dowodach uzyjemy pewnych wynikéw zwia-
zanych z homomorfizmami pierécieni, o ktorych teraz powiemy. W tym celu przyjmijmy;,
ze Py oraz P, sa pewnymi pierscieniami przemiennymi z jedynka. Funkcja £: Py — P, jest
homomorfizmem pierscieni P, i P;, gdy dla dowolnych z,y € P, spetnione sg warunki:

Elx+y)=E&(@) +E&(y),  &loy) =&(@)Ey),  £0)=0, £(1)=1

Przypomnijmy, ze jesli homomorfizm £ jest bijekcja, to nazywamy go izomorfizmem. Zdefi-

niujmy dziatanie homomorfizmu & na dowolnej macierzy (odpowiednio wektorze) Z € P**

jako macierz (odpowiednio wektor) {(Z) € P3*°, taka ze:
(g(Z))ij =¢((2)y)  dlaiefl,...r}jefl,.. )

Wtedy to dla dowolnych macierzy X,Y € M, (P;) oraz skalaru A € P; zachodza wzory:

X +Y) =&(X) +£(Y), (2.21)
E(XY) = £(X)E(Y), (2.22)
EAX) = E(NE(X), (2.23)
£(x7) = (ex)) (2.24)

£(det X) = det (£(X)), (2.25)

ktore mozna tatwo udowodni¢ wprost. Jesli natomiast utozsamimy dowolne przeksztatcenie
liniowe A: M,,(P) — M, (P,) z jego macierza A € M,2(P;), to mozemy okresli¢ prze-
ksztalcenie liniowe £(A): M, (P2) — M, (P,) poprzez utozsamienie go z macierza {(A) €
M ,2(P,). Zaznaczmy, ze w tym podrozdziale przyjmiemy konwencje oznaczania przeksztat-
cenia liniowego oraz reprezentujacej to przeksztalcenie macierzy w bazie kanonicznej tym
samym symbolem. Dla dowolnego przeksztalcenia liniowego L: M, (P) — M., (P;) oraz
dowolnej macierzy X € M,,(P;) prawdziwe sa wzory:

¢(det L) = det (¢(L)), (2.26)
§(L(x)) = &) (¢(x)). (2.27)

Oczywiscie przeksztalcenie linowe L jest nieosobliwe wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik
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macierzy L tego przeksztalcenia jest elementem odwracalnym.

Zdefiniujemy teraz dwie fundamentalne w naszych rozwazaniach funkcje — pewien ho-
momorfizm i pewien izomorfizm. Definicje uzaleznimy od tego, czy liczba k € N jest potega
pewnej liczby pierwszej, czy tez nie. I tak jesli k£ jest potega pewnej liczby pierwszej, to
bedziemy przyjmowac¢ oznaczenie k = p*, gdzie a € N, natomiast p jest liczbg pierwsza.
Rzeczony homomorfizm fi: Zy, — Z, jest wtedy taki, ze:

fr(x) =2 mod p.

Natomiast jesli k£ nie jest potega zadnej liczby pierwszej, to bedziemy przyjmowaé ozna-
czenie k = pi*...p", gdzie | € N, I > 2, a py,...,p to pewne liczby pierwsze tworzace
ciag rosnacy oraz ai,...,qq € N. I wtedy wspomniany powyzej izomorfizm gi: Z; —
Zp?l X ... X szll definiujemy jako:

gdzie dla kazdego i € {1,...,{} homomorfizmy h,(;): Ly — L, sa takie, ze:
h,(f)(x) =1z mod pj.

Poprawnos¢ powyzszej definicji wynika z chinskiego twierdzenia o resztach. Zwroé¢my uwa-

ge, ze z € Zy, jest elementem odwracalnym wtedy i tylko wtedy, gdy fi(z) # 0 dla k beda-

cego potega liczby pierwszej oraz wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wspotrzedne punktu

gk(z) sa elementami odwracalnymi dla k& niebedacego potega zadnej liczby pierwsze;j.
Teraz wr6¢my jeszcze do anonsowanego juz przyktadu.

Przyktad 8. Niech k nie bedzie potegq zZadnej liczby pierwszej. Rozwazmy przeksztalcenie
liniowe A: M, (Zy) — M, (Zy,) przedstawione wzorem:

AX)=AXB+CX'D,
gdzie A, B,C, D € M, (Zy) sq takie, Ze:
Way=1, wmBy=1, r@e)=0 i VD=0
oraz dla kazdego dla kazdego i € {2,...,1}:
pa)y=0, n?B)=0, K@) =1 i n(D)=I

Poprawnosé definicji macierzy A, B, C i D wynika z chinskiego twierdzenia o resztach.
Zawwazimy, ze ze wzoru (2.21) zachodzi:
g(A+C) = (M (A+C), P (A+C),... KA+ 0)) =
= (W (A) + B2(C), B2 (A) + B2(C), ... b (A) + 1) (C)) =
=({[+0,0+1I,....,.0+1)=(I,1,...,1) = gi(I),
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czyli z jednoznacznosci izomorfizmu gy, otrzymujemy A+ C =1 € GL,(Zy,). Analogicznie
pokazujemy, Ze rowniez B+ D =1 € GL,(Zy), a wiec takze:

det ((A+C)(B+ D)) =det ] =1.
Ponadto, korzystajgc ze wzoréw (2.21), (2.22) i (2.24), mamy:

h (AX)) = h{)(AXB + CX"D) =

(2.28)
= b (AR (XA (B) + D ()R (XT)R (D) = bV (X)
oraz.:
h (AX)) = ) (AXB + CX"D) = 2.29)

= (AR (X)RD (B) + b ()R (X TP (D) = by (XT)

dla kazdego i € {2,...,l}. A stad, wykorzystujgc wzor (2.25), dostajemy:

g (et (A<X>)):(hg>(det (3))). A2 (et (A())).... (det(m)))):
_(det(h,gv(A( ) det (H2(20))). . det(hgw(A(X))))—
= ((det (R2(X)) det (B2 (XT)), ... det (b (X)) ) =
:(h,S)(det(X)),hQ)(det M), b (det(X )
:(h,S)(det(X)),h,§2>(det(X)),.. B (det(X))) ge( det(X)),

det (A(X)) = det(X).

Niech jeszcze macierz Z € My (Zy) bedzie taka, ze A(Z) = 0. Wtedy na podstawie zalez-
nosci (2.28) i (2.29) oraz wzoru (2.24) bedziemy mieli:

0=1"(0) = n(A(2)) = 1 (2)

oraz:
i T i T i T i
0=0"= (@) = (1 (M2)) = ('(z")" =1 (2)
dla kazdego i € {2,...,l}. Z tego wnosimy, iz:

a(2) = (M(2),M2(2),.... 0 (2)) = (0,0,...,0),

ceyli Z = 0, a wiec przeksztalcenie A jest nieosobliwe. Reasumujgce, przeksztalcenie A
spetnia zaloZenia twierdzenia 35 podpunkt b) i twierdzenia 36 podpunkt b). Jednak jesliby
istniaty macierze P,Q € GL,(Zy), takie Ze:

A(X) = PXQ,
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to wtedy, korzystajgc ze wzorow (2.22) i (2.24), na podstawie zaleznosci (2.29), mamy:
T
(A2 (0) T =mI(XT) = n2 (M) = B2 (PXQ) = P (PRI (X)T(Q)

dla dowolnej macierzy h\> (X) € M (Zy2), co wynika z dowolnosci macierzy X € Mo (Zy,).
To jednak na podstawie lematu 7 prowadzi do sprzecznosci. Podobnie jesliby istnialy ma-
cierze P, Q) € GL,(Zy,), takie Ze:

AX) = PXTQ,

to wtedy, znowu korzystajgc ze wzorow (2.22) i (2.24), na mocy zaleznosci (2.28), dosta-
jemy:

I (01 = W1 (X) = B (A0 = B(PXTQ) = K (P) () (X)) 1 (@)

dla dowolnej macierzy h,(cl)(X) € Myn(Zy), co rowniez wynika z dowolnosci macierzy
X € M, (Zy). Na podstawie lematu 7 i w tej sytuacji dochodzimy do sprzecznosci.

Mozemy juz przejsé do dowodu twierdzenia 36 podpunkt a), zaczynajac od wspomnia-
nego juz pomocniczego twierdzenia.

Twierdzenie 37. Niech k € N, k # 2, bedzie potegg pewnej liczby pierwszej, natomiast
modut V C ©,,(Zy,) bedzie wymiaru n* —n. Wtedy albo:

Ju € Z \ {0} fi(u) #0AY = Ry(Zy),

albo:
€ Zy" "\ {0}: fi(v) ZOAV = L)(Z),

gdzie:
Ru(Zy) -={X € M,(Zy): Xu =0} oraz  LY(Zy) :={X € M, (Z): vX = 0}.

Dowdd. Niech bedzie k = p®, gdzie p jest liczbg pierwsza oraz a € N. Jedliby o = 1, to
wtedy Zj, jest ciatem i teza dowodzonego twierdzenia wynika wprost z twierdzenia 33. Za-
tozmy wiec, ze a > 2. Jedli wprowadzimy na zbiorze {1,...,n}? porzadek leksykograficzny
<, to wtedy mozemy modul M, (Z;,) utozsamia¢ z modutem Z7*. Dla kazdej macierzy
X € M, (Zy,) takiej, ze fr(X) # 0, zdefiniujmy:

w(X) = min {(i,j) € {1,...,n}*: fi((X)i;) # 0},

tzn. w(X) jest para indekséw (7, j) najmniejsza wzgledem relacji < na zbiorze odwracalnych
elementéw w macierzy X. Dla modutu V mozemy znalezé¢ baze B = {By,...,B,2_,} C
M, (Zy,) taka, ze:

w(B1) < w(Bs) < ... < w(By2_,) (2.30)

oraz:
(BS>M(BS) = ]-’ (Bs)w(Bt) =0 (231)
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dla dowolnych s,t € {1,...,r}, s < t. Aby to osiagnaé, nalezy na macierzach dowolnej
bazy modutu V rozwazanych jako wektory modutu ZZ2 przeprowadzi¢ ,pseudo” algorytm
eliminacji Gaussa. Jest on wykonalny z dwoch powodéw?. Po pierwsze w kazdym kroku al-
gorytmu wszystkie macierze z bazy maja co najmniej jeden element odwracalny, poniewaz
w przeciwnym razie pomnozylibySmy macierz zawierajaca same elementy nieodwracalne
przez p®~ 1, a pozostate macierze przez zero. Po ich zsumowaniu otrzymalibyémy macierz
zerows, co prowadzitoby do sprzecznodci z liniowg niezaleznosciag macierzy z bazy. Po drugie
w pierscieniu Zj, po dodaniu do dowolnego elementu nieodwracalnego innego dowolnego ele-
mentu nieodwracalnego pomnozonego przez dowolny element pierécienia dostajemy takze
element nieodwracalny.
Korzystajac z bazy B, definiujemy kwadratowa macierz zerojedynkowa F' stopnia n:
(F) 1, gdy istnieje s € {1,...,n* — n} takie, ze w(B;) = (4, ),

Y 0, w pozostatych przypadkach.
Warunek (2.30) implikuje, iz macierz F' ma dokladnie n zer, a kazda jedynka z macierzy
F .powiazana” jest dokladnie z jedng macierza z bazy B. Sprowadzajac do sprzecznosci,
przyjmijmy, ze zaden wiersz ani zadna kolumna macierzy F nie jest zerowa. Na podstawie
lematu 5 istnieje wtedy permutacja o € S, taka, ze:

(F)iow) =1

dla kazdego i € {1,...,n}. Z definicji macierzy F' wynika, ze istnieja macierze Ay, ..., A, €
B takie, ze dla kazdego s € {1,...,n} spelnione jest:

w(A) = (s,0(s)).

Zwrbéémy uwage, ze macierze fr(A1),..., fr(A,) spelniaja zalozenia lematu 6, poniewaz
pierscien Z, jest cialem. Na mocy rzeczonego lematu istniejg wtedy skalary Ai,..., A, €
{0, 1} takie, ze:

i Aofi(As) € GLL(Z,),
s=1

czyli det (i )\ka(AS)> # 0. Stad, na podstawie wzoréw (2.25), (2.21) i (2.23), dostajemy:
s=1

Tk (det (z; ASAS> ) = det ( fx (X: )\SAS> ) -

~ det (z fkus)fk(As)) - det (z Asfk<As>) 40,

poniewaz dla A € {0,1} zachodzi fi(\) = \. Zatem det <§: )\SAS> jest elementem odwra-
s=1

3W pierécieniu Zj, wszystkie elementy nieodwracalne tworzg zbiér {pi: i € {0,...,p* 2} } oraz istnieje
liczba (tzw. anihilator), jest nia np. p®~!, ktéra po pomnozeniu przez dowolny element nieodwracalny daje
zZero.
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calnym, a wiec:

zn: )\SAS S Q’En(Zk)

s=1

Jednak mamy rowniez:
Z AsAs € span{ Ay, ..., A,} CspanB C 0,(Zy),
s=1

co prowadzi do absurdu, a zatem ktorys wiersz lub ktoras kolumna macierzy F' jest zerowa.
Zwroémy uwage, ze bez straty ogdélnosci mozna zatozy¢, iz to wladnie n-ty wiersz ma-
cierzy F' jest wierszem zerowym, co z definicji macierzy F' oznacza, ze:

B={Es:se{l,...n—1}Ate{l,... ,n}},
oraz:
w(Ey) = (s,1)
dla dowolnych s € {1,...,n — 1} it € {1,...,n}. Na podstawie definicji funkcji w oraz

warunku (2.31) wynika stad, iz:

(B {1, gdy (i,7) = (s,t),
st)ij — .. .
0, gdy (i,7) # (s,t) Ni #n.
Zauwazmy, ze powyzsze macierze sa tak samo zdefiniowane jak w dowodzie twierdzenia 33

i powtarzajac wykonane tam kroki az do réwnosci (2.6), mozemy udowodnié¢, ze istnieja
skalary ki, ...,Kk,_1 € Zy, dla ktérych zachodzi:

1, gdy (Zaj) = (87t)7
(Est)ij = Rsy gdy (27]) = (nv t),
0, gdy (i,7) # (s,t) A (i, ) # (n,1),

dla dowolnych s € {1,...,n—1}ite{l,...,n}.
Wezmy wektor v € Z;*™ postaci:

V=K1, ..oy —Kno1, 1].
Ze wzgledu na ostatnig wspoétrzedna wektora v jest spetnione:

fk(U) 7é 0,
a ponadto zachodzi:
’UESt =0

dla dowolnych s € {1,...,n — 1} it € {1,...,n}. Wnioskujemy stad, ze V C LV (Z;).
Z drugiej strony wymiar modutu L£Y(Zy) jest réwny n? — n, a zatem V = L%(Zy), co
oczywiscie konczy dowod twierdzenia. O]
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Bezposrednio korzystajac z powyzszego twierdzenia, mozemy juz poda¢ dowdd pierw-
szej czesci odpowiednika twierdzenia Dieudonné (chodzi o twierdzenie 31).

Dowdd twierdzenia 36 podpunkt a). Analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 31 przyjmij-
my, ze ey,...,e, € Z' s kolejnymi wektorami bazy kanonicznej, a modut K!(Z) C
M,.(Zy) dla kazdego i € {1,...,n} jest zbiorem tych wszystkich macierzy, ktére poza i-ta
kolumna maja zerowe kolumny. Latwo stwierdzamy, ze dla kazdego i € {1,...,n} modul
RS (Zy) jest zbiorem wszystkich macierzy o zerowej i-tej kolumnie oraz:

n

Ki(Zy) = (| R&(Zy), i€{l,....n}. (2.32)
=t
Zauwazmy, ze dla kazdego i € {1,...,n} modul L(Rfj(Zk)) ma wymiar n? —n oraz za-

wiera jedynie macierze osobliwe o wyznaczniku réwnym zero. Korzystajac z twierdzenia 37
wnosimy, iz istnieja wektory uy, ..., u, € Zp*! takie, ze:

L(Rg(Zy)) = Ru(Zi) b L(RG(Zy)) = L4 (Z4)
dla kazdego i € {1,...,n}. Nie tracac ogélnosci rozwazan, zatézmy, ze:

L (R? (Zk)> = R (Zx),

'lLT . . ’ . T
gdyz w sytuacji gdy L(Rf;(Zk)) = L»' (Z) mozemy rozwazy¢ przeksztatcenie (L())
w miejsce przeksztalcenia L(-).
Pokazemy przez sprowadzenie do sprzecznosci, ze dla kazdego i € {2,...,n} mamy:

L(RS(Z)) # L (Zy).
Przypu$émy wiec, ze dla pewnego i € {2,...,n} zachodzi:
L(R:(Z0) = L3 (20).

Poniewaz obydwa wektory u; oraz u] posiadaja na mocy twierdzenia 37 przynajmniej
jedng wspotrzedna, ktora jest elementem odwracalnym, wiec wymiar modutu:

LRGN Zi) NRE(Zi)) = L(RH(Zi)) 0 L(RE(Z) ) = R (Z) 0 L3 (Z)
wynosi n? — 2n + 1, podezas gdy wymiar modutu R (Zy) N RE(Zy) jest rowny n? — 2n.
Jednak przeksztalcenie L jest nieosobliwe, co przez sprzecznos¢ oznacza, ze dla kazdego
i€ {1,...,n} spelione jest:

L(Rg (Zy)) = R (Za).

Zatézmy znéw nie wprost, ze wektory ui, ..., u, € Z*! sa liniowo zalezne, tj. istnieja
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nie wszystkie rowne zero skalary ki, ..., k, € Z; takie, ze:
n
Z RrpUp = 0.
k=1

Nie naruszajac ogdlnosci mozemy przyjaé, ze k1 # 0. Poniewaz kazda macierz A € M,,(Zy)
mozna zapisa¢ jako:

A=A+ A,
gdzie A € K1 (Zy,) oraz A € R (Zy,), wicc z tozsamosé (2.32) dostajemy:

n

L(A) € L(K)(22)) = L( A R <zk>) - A LR @) = (R (2.

k=2 k=2 k=2

To oznacza, ze dla kazdego k € {2,...,n} zachodzi L(A)uy = 0, skad mamy:
L(A)kyu; = L(A) ( -> /ikuk> =-> ki L(A)uy = 0.
k=2 k=2

Co wiecej jest L(A) € L(Rfll(Zk)) = RU(Zy), czyli L(A)u; = 0, skad wynika, ze

A

L(A)kiu; = 0. Na mocy liniowosci przeksztalcenia L, otrzymujemy:

~ ~

L(A)/‘Ql’ul = L(A)Kllul -+ L(A)Kllul =0.

Z twierdzenia 37 zachodzi kjuy # 0, co oznacza, iz L(A) € X,(Z). Z dowolnosci wyboru
macierzy A € M,,(Zy) spetnione jest zatem L(Mn(Zk)> C X,.(Zy), co stoi w sprzecznosci
z nieosobliwoscig przeksztatcenia L.

Reasumujac, wektory uy, ..., u, € Z*' musza by¢ liniowo niezalezne i w ten sposéb
mozemy zdefiniowaé przeksztalcenie A: M, (Zy) — M, (Zy) postaci:

gdzie:
U:= [ul Uy - un} € GL,(Zy,).

Przeksztalcenie A jest liniowe, nieosobliwe i odwzorowuje osobliwe macierze o wyznaczniku
rownym zero w osobliwe macierze o wyznaczniku réwnym zero. Rozumujac tak jak w do-
wodzie twierdzenia 31 (od zdania obejmujacego tozsamosé (2.13) do zdania zawierajacego
wzér (2.14)), wnosimy, iz:

AX) = T ((X)1) Ta((X)2) - Tu((X)a)],

gdzie Tl, TQ, Ce ,Tn S g£n<Zk)
Niech wektor z € Z*! bedzie jednym z wektoréw bazy kanonicznej lub wektorem
[1,...,1]%. Przyjmijmy nie wprost, ze wektor T;T} 'z nie jest krotnoscia® wektora x dla

4Tutaj, podobnie jak w dowodzie twierdzenia 31, przez krotnoéé¢ wektora z € ZZXl rozumiemy wektor
Az, gdzie \ € Zy.
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pewnego i € {2,...,n}. Poniewaz wektor z ma przynajmniej jedng wspdtrzedna bedaca
elementem odwracalnym, wiec macierz:

{x TZ-Tflaz]

posiada przynajmniej jeden niezerowy minor stopnia dwa. Dobierajac odpowiednie wektory
Vg .oy Vi1, Vg, -, Un € Z7*' 7 bazy kanonicznej, mozemy doprowadzié¢ do sytuacji, ze
det N # 0, gdzie:

N = {x vy -+ vy TITT'w vy - vn} ,
czyli N ¢ ©,,(Zy,). Jedli zdefiniujemy macierz:
M = [Tl_ll‘ T2_1U2 s T[_llvi_l Tl_lib' 7}1111)1‘_;,_1 tee T;lvn} S @n(Zk)a

to wtedy mamy:
AM) = N ¢ O(Zy),

a wiec sprzecznosé z jedna z whasnosci przeksztatcenia A. Stad dla kazdego i € {2,...,n}
wektor T;T; 'z jest krotnoscig wektora z i podstawiajac za z kolejne wektory bazy kano-
nicznej oraz wektor [1,...,1]T, dowodzimy, ze spelnione jest:

EZ/YiTla 26{2)771}7

gdzie skalary vs,...,7v, € Z; sa elementami odwracalnymi. Fakt ten implikuje, iz prze-
ksztatcenie L jest postaci:

LX) =AX)U ' = [Tl((X)~1) Wle((X)-z) ’ynTl((X).n)} Ul =
T [(X) (X)a - (X)) diag(1 5, .., 7)U" = PXQ,
gdzie:
P:=T oraz Q := diag(1,7%2,...,7)U 1,
co konczy dowdd twierdzenia. O]

W dowodzie drugiej czedci odpowiednika twierdzenia Dieudonné, tak jak juz wspomnie-
liSmy, uzyjemy pierwszej czesci rzeczonego twierdzenia.

Dowad twierdzenia 36 podpunkt b). Z definicji izomorfizmu g oraz wzoru (2.27) mozemy

zapisac:
g (L(X)) = <h,§” (L)), b (L(X))> _
() a)
a wiec:

LX) = g;! (h;”(L) (X)), hO (L) () (X))). (2.33)
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Pokazemy, ze dla kazdego ¢ € {1,...,l} przeksztalcenie h,(f)(L) jest nieosobliwe. Poniewaz
przeksztalcenie L jest nieosobliwe, to liczba det L jest elementem odwracalnym, a stad
liczba hg) (det L) tez musi by¢ elementem odwracalnym. Poniewaz ze wzoru (2.25) spelnione
jest:

det (B (L)) = hy’(det L),

zatem przeksztalcenie h,(f) (L) jest nieosobliwe, co chcieliémy pokazaé. Pozostaje nam udo-
wodni¢, ze dla kazdego i € {1,...,l} przeksztalcenie h,(:)(L) przenosi osobliwe macierze
o wyznaczniku réwnym zero w osobliwe macierze réwniez o wyznaczniku réwnym zero.
W tym celu wezmy dowolng macierz Y € @n(Zp?i). Oczywiscie z chinskiego twierdzenia

o resztach wynika, ze istnieje macierz Z € M,,(Zy;) taka, ze zachodzi hg)(Z) =Y oraz
h,(j)(Z) = 0 dla kazdego j € {1,...,l}, j # i. Wynika to stad, ze liczby p;",...,p" sa
parami wzglednie pierwsze. Wtedy takze Z € ©,,(Z;), poniewaz ze wzoru (2.25) mamy:

gr(det 2) = (A (det Z),... b (det 2)) =
_ <det (hD(2)), ... det (h,@(Z))) ~(0,...,0),
czyli det Z = 0. Stad z definicji przeksztatcenia L spelnione jest:
det (L(2)) =0,

a wiec ze wzoréw (2.25) oraz (2.27) dostajemy:

0 = h?(0) = hS’(det (L(Z))) _ det (hff) (L(Z))) _
_ det <h§j>(L) (h;j)(Z))) _ det (h,@(L)(Y)),
czyli z dowolnosci macierzy Y rzeczywiscie zachodzi h,(f)(L) <@n(Zp;3‘z‘ )) C On(Zye:). Wyko-

rzystujac twierdzenie 36 podpunkt a), wnioskujemy, ze dla kazdego i € {1,...,[} istnieja
macierze A;, By, Cj, D € M, (Z,:) takie, ze albo:

Ai’ BZ € gﬁn<Zp%) oraz Oz = Dz = O, (234)
albo:
A, =B;=0 oraz Ci, Di € GL,(Z,2) (2.35)
oraz zachodzi: ' 4 4 4 .
(L) (h) (X)) = b (X)Bi + Ci(n) (X)) Di. (2.36)

Na mocy chinskiego twierdzenia o resztach istnieja macierze A, B,C, D € M, (Z), takie
ze dla kazdego i € {1,...,1} spelione sa réwnosci:

(A =4, BB =B, AKN(C)=C oraz A (D)=D;.  (2.37)

Stad oraz z wlasnosci (2.24), (2.22) i (2.21) wynika, ze réwnosé¢ (2.36) dla kazdego i €
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{1,...,1} przyjmuje postac:
w (L) () (X)) = b (A)h ()b (B)+h)(C) (k! (X))Thgj)(D) = (AXB+CX"D).

Podstawiajac powyzsze wyrazenie do zaleznosci (2.33) i korzystajac z definicji izomorfizmu
gk, otrzymujemy:

LX) = ;! (W (AXB + CXTD).... b0 (AXB + CX"D) ) =
=g (gk (AXB + CXTD)> = AXB+CX'D.

Pozostaje jeszcze udowodnié, ze A + C, B + D € GL,(Zy). Zauwazmy, ze wykorzystujac
wzory (2.25) 1 (2.21) oraz réwnosci (2.37), mamy:

gr(det(A+C)) = (h,(j)(det(A +C)),.. by (det(A + C))) _

= (det (W4 + ), det (KA + ) ) = -
_ (det (WO(A) + BO(C)). ... det (n (4) + h;”(c))) _
= (det(A, +C),..., det(A, + C))
oraz analogicznie:
gr(det(B + D)) = (det(By + D),...,det(Bi + Dy)). (2.39)

Z warunkéw (2.34) oraz (2.35) wynika, ze zachodzi A, +C;, Bi+ D, € QE(ZP?-) dla kazdego
i€{l,...,l}, a wiec liczby det(A; + C;) oraz det(B; + D;) sa elementami odwracalnymi.
Stad, na mocy réwnosci (2.38) 1 (2.39), liczby det(A+C') oraz det(B+ D) tez sa elementami
odwracalnym, czyli A+ C, B+ D € GL,(Z), co konczy dowdd twierdzenia. H

Pozostaje nam do udowodnienia odpowiednik twierdzenia Frobeniusa. Przeprowadzimy
to réwniez w dwdch etapach. Najpierw pierwszy etap, w ktérym wykorzystamy twierdze-
nie 36.

Dowéd twierdzenia 35 podpunkt a). Rozpoczniemy od pokazania, iz przeksztatcenie fi (L)
zachowuje wyznacznik macierzy. W tym celu wezmy dowolng macierz Y € M,,(Z,). Oczy-
wiscie trywialnym jest wskazanie poprzez zanurzenie takiej macierzy Z € M, (Zy), ze
zachodzi fy(Z) =Y. Z definicji przeksztalcenia L mamy:

det (L(Z)) = det Z.
7 powyiszego oraz ze wzoréw (2.27) i (2.25) dostajemy:
det (filL)(Y)) = det (fi(1) (fu(2)) ) = det (£u(L(2)) ) =
_ fk(det (L(Z))) — fuldet Z) = det (fi(2)) = det Y,
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czyli z dowolnosci macierzy Y przeksztalcenie fi(L) zachowuje wyznacznik przeksztalca-
nej macierzy. Poniewaz pierscien 7Z, jest ciatem, wigc z twierdzenia 30 wnioskujemy, iz
przeksztatcenie fi(L) jest nieosobliwe, czyli det ( fk(L)) # 0. Korzystajac znowu ze wzoru
(2.25), otrzymujemy:

fr(det L) = det ( fe(L)) # 0,

czyli det L jest elementem odwracalnym, a wiec przeksztatcenie L jest nieosobliwe. Oczy-
wiscie mamy L(@n(Zk)) C ©,,(Zy), wigc na mocy twierdzenia 36 podpunkt a) spetniona
jest poszukiwana teza. O]

Kolejno przechodzimy do drugiej czesci dowodu wspomnianego twierdzenia, w ktérym
wykorzystamy udowodniona juz czes¢ pierwsza.

Dowdd twierdzenia 35 podpunkt b). Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 36 podpunkt b)
tutaj takze z definicji izomorfizmu g oraz na podstawie wzoru (2.27) mozemy zapisac:

gk(L(X)) = <h,§” (L(X)),...,h,(j) (L(X))> -
= (@A), KD () ).

a wiec rowniez:
LX) = g <h§j)(L) (WD), . B0 (B (X))). (2.40)

Udowodnimy teraz, ze dla kazdego ¢ € {1,...,l} przeksztalcenie h,(f)(L) zachowuje wy-

znacznik macierzy. W tym celu wezmy dowolna macierz Y € M,,(Z,2:). Oczywiscie po-
przez zanurzenie istnieje macierz Z € M, (Zy;) taka, ze zachodzi h,(f)(Z) =Y. Z definicji
przeksztalcenia L mamy:

det (L(Z)) = det Z.
Z powyzszego oraz wzordéw (2.27) i (2.25) dostajemy:
det (h(L)(Y)) = det (h,(j)(L) (h,(j)(Z))) — det (hgp (L(Z))) _

_ p) (det (L(Z))) — 1 (det Z) = det (h{(2)) = det Y.

a wiec z dowolnosci macierzy Y przeksztalcenie h,(f)(L) zachowuje wyznacznik macierzy.
Wykorzystujac twierdzenie 36 podpunkt a), wnioskujemy, ze dla kazdego ¢ € {1,...,l}
istnieja macierze A;, B;, C, D; € My (Z,0:) takie, ze albo:

Ai, By € GL, (L), Ci=D;=0 oraz det(A;B;) = 1, (2.41)

albo:
Ai = Bz = O, Ci, Dl € gﬁn(Zp%) oraz det(chl) = 1, (242)
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a przy tym zachodzi:
i i i i T
m (L) () (X)) = A (X) B + Ci () (X)) Di. (2.43)

Z chinskiego twierdzenia o resztach istnieja macierze A, B,C, D € M, (Z;) takie, ze dla
kazdego i € {1,...,l} spelnione sa réwnosci:

KAy =4, BB =B, KO =C oraz A D)=D;. (244

Stad oraz z whasnosci (2.24), (2.22) i (2.21) wynika, ze réwnosé¢ (2.43) dla kazdego i €
{1,...,1} przyjmuje postac:

O (L)(h) (X)) = b2 (AR (X)) (B)+1(C)(h (X)) 1 (D) = b (AX B+C X D).
Podstawiajac powyzsze wyrazenie do zaleznosci (2.40), otrzymujemy:
LX) = ¢! (h,(j’ (AXB+CXTD),....h(AXB + CXTD)) _
s (gk (AXB + CXTD)> — AXB+CXTD,
Na sam koniec udowodnimy, ze A+ C, B+ D € GL,,(Zy,) oraz det ((A +C)(B+ D)) =1
Zauwazmy, ze z warunkéw (2.41) oraz (2.42) wynika, ze det ((Az + C)(B; + DZ)> =1

dla kazdego i € {1,...,l}. Wykorzystujac wtasnosci (2.22) i (2.21) oraz réwnosci (2.44),
pokazujemy, ze:

gk(det ((A+C) B+ D))) _

(A+O)( B+D))>

)t |
) (A+C)( B+D))>>:

((
det <h§j ((
_ <det () + 1)) (1 (B) + 1 (D)),

det ((h( () + b)) (H0(B) + 10(D)) ) =
_ (det (4 +C)(B: + D1)>, o ydet (A + C)(B, + Dl))> —(1,....1),

czyli det ((A + C)(B + D)) = 1, co implikuje, ze A+ C,B + D € GL,(Z;) i konczy
dowdd. O

2.5. Osobliwe przeksztalcenia liniowe zachowujace macierze
osobliwe lub nieosobliwe

Zasadnicze pytanie do obydwu twierdzen 31 i 32 dotyczy tego, co sie dzieje w sytuacji,
gdy przeksztalcenie liniowe L jest osobliwe. Jesli chodzi o twierdzenie 32, to odpowiedz
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zaprezentowal de Seguins Pazzis w pracy [49]. Ponizej przedstawiamy jego wynik.

Twierdzenie 38. Jesli L: M, (F) — M, (F) jest osobliwym przeksztatceniem liniowym
takim, Ze L(gﬁn(F)) C GL,(F), to istniejg: n-wymiarowa przestrzen V C GL,(F) U {0},
izomorfizm o: F™*Y — V oraz wektor u € F**1\ {0} takie, Ze:

VX € M, (F): L(X) = a(Xu)  albo VX € Mu(F): L(X) = a( X w).

Uwaga 7. Jesli cialo F jest algebraicznie domkniete, to nie istnieje n-wymiarowa prze-
strzen liniowa zawarta w GL,(F)U{0}. Przykladowo jesli cialo F jest skoriczone lub F = Q,
to taka przestrzen zawsze istnieje. Jesli natomiast F = R, to rzeczona przestrzen istnieje
tylko dla n € {2,4,8}.

Powyzsza uwaga w czesci dotyczacej ciata liczb rzeczywistych pochodzi z pracy [7],
natomiast czes¢ dotyczaca ciat skonczonych i ciata liczb wymiernych mozna wywnioskowaé
na podstawie pracy [49]. Dla cial algebraicznie domknietych uwaga ta trywialnie wynika
z wlasnosci wartosci whasnych.

Warto wspomnie¢, ze de Seguins Pazzis podat swoje twierdzenie rozwijajac kontrprzy-
ktad Botty z artykutu [7, Theorem 3|. Z tego samego artykutu [7, Theorem 1] pochodzi
twierdzenie mowiace o sytuacji, gdy przeksztatcenie L z twierdzenia 31 jest osobliwe. Do-
wod tego twierdzenia przeprowadzony jest tam za pomocg twierdzenia Hilberta o zerach
(niem. Nullstellensatz) przy mocnym zalozeniu algebraicznej domknietosci ciata F. Au-
torowi dysertacji udato si¢ jednak znaczaco ostabi¢ zatozenia wspomnianego twierdzenia
i przy okazji uprosci¢ dowdd. Podajemy rzeczone twierdzenie juz we wzmocnionej formie.

Twierdzenie 39. Niech |F| > n+1. Jesli L: M, (F) — M, (F) jest osobliwym przeksztal-
ceniem liniowym takim, Ze L(Zn(lﬁ‘)) C Xn(F), to wtedy L(/\/ln(IF)> C X, (F).

Zanim przejdziemy do dowodu powyzszego twierdzenia, rozwazmy dwie uwagi.

Uwaga 8. Twierdzenie 39 pokazuje nam, przy podanych zatozeniach, charakteryzacje al-
gebraiczng osobliwego przeksztalcenia L zachowujgcego zbior macierzy osobliwych. Miano-
wicie istnieje przestrzen liniowa S C X,(F) taka, Ze jesli By, ..., By2 € My(F) jest bazq
przestrzeni M, (F), to wtedy L(By),...,L(B,2) € S.

Uwaga 9. Zalozenie |F| > n + 1 nie jest optymalne, co w pracy [30] udowodnit Lim,
pokazujgc wprost, ze twierdzenie 39 zachodzi réwniez, gdy |F| = n = 2. W tym stanie rzeczy
catkiem mozliwe jest, Ze w ogole mozna pomingé wspomniane zatozenie, czego jednak dotqd
nie udato sie udowodnic.

Teraz rozwazmy pomocniczy lemat poprzedzony pewng definicja.

Definicja 13. Symbolem ev X C F oznaczymy zbior wszystkich wartosci wlasnych macie-
rzy X € M, (F).

Lemat 8. Jesli |F| > n+ 1 i macierz A € M, (F) nie jest macierzq zerowq, to istniejq
macierze Y, Z € M, (F) takie, ze:
A=Y -7

oraz:
levY UevZ| >n+1.
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Dowéd. Zauwazmy, ze istnieje k € {1,...,n}, dla ktérego mamy (BAB™1). # 0, gdzie
B € GL,(F). Rzeczywiscie, jesli istnieje k € {1,...,n} takie, ze Ay, # 0, to wystarczy
wzig¢ B = I. Stad dostajemy:

(BAB Y = (TAT Y = (TAD)jy = Agp # 0.

Jesli natomiast dla kazdego m € {1,...,n} mamy A,,, = 0, to poniewaz A # 0, wiec
istnieja k,l € {1,...,n}, k # [, dla ktérych spelnione jest Ay # 0. Wtedy, jesli tylko
przyjmiemy:
g )1 edyi=jlub(ij)=(k1),

Y 0, w pozostatych przypadkach,

to mamy:
L gdyi=y,
(B =1 -1 edy (i,4) = (k,]),

0,  w pozostalych przypadkach,

skad otrzymujemy:

(BAB )it =Y. B Ars(B™ e = > B Ay = Apiy + Ay, = Ay, # 0,

r=1s=1 r=1

Sy

co wyczerpuje wszystkie mozliwe sytuacje. Dzieki zatozeniu |F| > n + 1 mozemy rozwazy¢
teraz réznowartosciowy, skonczony ciag skalarow {\;}i4! taki, ze A\, = (BAB ) dla
ke {l,...,n} oraz \,+1 = 0. Zdefiniujmy macierze Y, Z € M, (F) nastepujaco:

Y=B'CB oraz Z=B'DB,

gdzie C, D € M,,(F) sa takie, ze:

(BAB?l)ija gdy 1 < j7 O, gdy 1< j’
Cij =y i, gdy i = j, oraz Dij =3\ — (BAB™ Yy, gdyi=j,
0, gdy i > j —(BAB7™Y);,  gdyi>j.

Wtedy oczywiscie:
Y ~-7Z=BC-D)B=B"'BAB'B = A.

Poza tym:
{)‘i}?:l =ev(C oraz A — (BAB*l)kk cevD,

czyli:
{Ni}L, =evY oraz Ant1 € €V 7,

poniewaz A\ — (BAB ™), = Ay — A\ = 0 = \,.;1. Stad ostatecznie otrzymujemy:

It cevYUev Z,
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co na mocy definicji ciggu {\;}74}! konczy dowéd lematu. O

Opierajac sie na podanym lemacie mozemy juz przejs¢ do dowodu gtéwnego twierdzenia
tego podrozdziatu.

Dowdd twierdzenia 39. Zatézmy nie wprost, ze przeksztatcenie L odwzorowuje pewna ma-
cierz nieosobliwa na macierz nieosobliwa, czyli istnieje macierz G € GL,(F), dla ktérej
mamy L(G) € GL,(F). Rozwazmy przeksztalcenie A: M, (F) — M,,(F) przedstawione
wzorem:

AX) = L(G)'L(GX).

Bez problemu mozna sprawdzi¢, ze przeksztalcenie A jest liniowe, osobliwe, zachowuje
macierze osobliwe oraz spetnia warunek A(7) = I. Poniewaz przeksztatcenie A jest osobliwe,
wiec w szczegblnosci istnieje macierz K € M, (F) \ {0} taka, ze A(K) = 0. Na podstawie
lematu 8 zapiszmy:

K=Y -7, (2.45)

gdzie macierze Y, Z € M,,(F) sa takie, ze:
levY UevZ| >n+ 1. (2.46)
Zauwazmy jeszcze, ze z rownosci (2.45) mamy:
AY)=ANK+2)=ANK)+AZ) =A2). (2.47)
Jesli p € evY, to mamy nastepujacy ciag implikacji:

det(Y +pl) =0 = detA(Y +pul) =0 =
= det (A(Y) + pA(1)) =0 = det (A(Y) + ul) =0,

skad wnioskujemy, ze p € ev A(Y'), czyli:
evY CevA(Y). (2.48)

Analogicznie otrzymujemy inkluzje ev Z C ev A(Z), ktéra na mocy réwnosei (2.47) jest
rownowazna inkluzji:
evZ CevA(Y). (2.49)

Korzystajac z (2.48) oraz (2.49) otrzymujemy inkluzje:
evY UevZ CevA(Y),
ktéra wobec nieréwnosci (2.46) daje warunek:
levA(Y)| >n+1,

co prowadzi do sprzecznosci i implikuje teze twierdzenia. ]
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2.6. Przeksztalcenia liniowe zachowujgce rzad macierzy

Przyjmijmy w naszych rozwazaniach, ze jesli nie jest napisane inaczej, to F jest dowol-
nym ciatem. Rozwazymy w tym podrozdziale twierdzenia, ktére sg rozwinigciami twierdze-
nia Frobeniusa z pracy [16]. Okreslaja one postaé przeksztatcenia liniowego zachowujacego
rzedy macierzy z przestrzeni M,,(IF). W znanych pracach w tym temacie (m.in.: [3], [37]
i [40]) rzeczone twierdzenia przedstawiane sg z réznymi zatozeniami dotyczacymi ciala F
oraz zachowywanego rzedu. W prezentowanej dysertacji ujednolicimy oraz rozszerzymy
kilka podstawowych faktéw. Zacznijmy od najbardziej ogélnego wyniku.

Twierdzenie 40. Jesli przeksztatcenie liniowe L: M, (F) — M, (F) zachowugje rzqd ma-
cierzy, czyli:

VX € M, (F): rank L(X) = rank X,

to istniejg macierze P, Q) € GL,(F) takie, Ze:
VX € M, (F): L(X) = PXQ  albo VYX € M,(F): L(X) = PXTQ.

W celu przeprowadzenia dowodu powyzszego twierdzenia dla dowolnych 4, j € {1,...,n}
oznaczmy przez E;; macierz z przestrzeni M,,(F) taka, ze:

0, gdy (k1) # (i,7),
Eij - R
(B {1, gdy (k,1) = (3, 7).

W koncoéwee dowodu twierdzenia 40 skorzystamy z faktu, iz zbior {Eij: i,7€41,... ,n}}
jest bazg przestrzeni M,,(F). Poniewaz macierz E;; ma rzad jeden dla dowolnych i,j €
{1,...,n}, wiec jej obraz poprzez przeksztalcenie L tez musi mieé¢ taki rzad. Wnioskujemy
stad, ze dla dowolnej pary 4,7 € {1,...,n} istnieja wektory u;; € F"*!\ {0} oraz v;; €
F1>m\ {0} takie, ze:

L(E;;) = wijvij.

Rozwazmy teraz kilka pomocniczych lematéw. Bedziemy w ich dowodach rozwazaé jedynie
podpunkty a), poniewaz reszte podpunktéw dowodzi sie w analogiczny sposob. Standar-
dowg technikg dowodowa wykorzystywang tutaj bedzie dowod apagogiczny.

Pierwszy z lematéw informuje nas o kolinearnosci albo liniowej niezaleznosci uktadéw
wektorow u;; (odpowiednio v;;) o tym samym jednym z indeksow.

Lemat 9. Przy powyziszych zalozeniach dla dowolnej pary i,j € {1,...,n} nastepujace
uktady wektorow:

a) Uity .-y Uip,
b) uij, ..., Upj,
C) Uity -+ 5 Uin,
d) vij,...,Vnj,

mogq byc tylko albo kolinearne, albo liniowo niezalezne.
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Dowéd. Przyjmijmy, ze n > 3, poniewaz dla n = 2 teza jest oczywista. Po pierwsze pokaze-
my, ze jesli dla pewnych s,t € {1,...,n}, s # t, wektory w;s oraz u; sa liniowo niezalezne,
to wtedy wektory v;s oraz v; musza by¢ kolinearne. Rzeczywiscie, zauwazmy, ze:

L(Eis + Eit) = wisvis + ujvie = [ Uss Ut } l zis ] .
it

Poniewaz macierz [ Ujs U } jest pelnego kolumnowego rzedu, wiec:

rank L(E;s + E;) = rank [ Vis 1 .
Vit

Jednak rank(FE;s+ E;;) = 1, wiec rzad macierzy L(E;s+ E;;) tez musi by¢ rowny jeden, czyli
wektory v;s oraz vy sa kolinearne. Po drugie zatézmy nie wprost, ze wektory w;y, . . ., u;, nie
sa ani kolinearne, ani liniowo niezalezne. Istniejg wtedy takie ji, 72 € {1,...,n}, j1 # Jjo,
ze wektory w;;, oraz u,j;, sa liniowo niezalezne, a wiec wektory v;;, oraz v;j;, sa kolinearne.
Dla dowolnego j € {1,...,n} \ {J1,j2} wektor u;; musi by¢ liniowo niezalezny wzgledem
wektora wu;;, albo wektora w;;,, a wigc wektor v;; musi by¢ kolinearny z wektorem v;j

albo z wektorem v;j,, czyli ostatecznie wektory v, ..., vi, sg kolinearne. W zwigzku z tym
istnieja skalary Aj,..., A, € F\ {0} oraz wektor z € F'*™\ {0} takie, ze:

Vi1 = )\1ZE, ey Vin = )\nZL'
Jednak wektory u;q, ..., u;, sa liniowo zalezne, wiec tym bardziej wektory Aju;q, ..., Aptin
sg liniowo zalezne. Mozemy wiec znalez¢é skalary pq, ..., u, € F, nie wszystkie rowne zero,

dla ktorych:
PiAUin + o i ApUi, = 0.

Wtedy:
L(pEn + ...+ pnEin) = tuava + ...+ UiV = (MU + ... + i Antii)z = 0,

czyli rank L(p By + ... + pn Fin) = 0, jednak rank(py Ey + ... + pn Fin) = 1, co prowadzi
do sprzecznodci i konczy dowdd lematu. O]

Kolejny lemat informuje nas, ze zbiér wektoréw u;; i zbiér wektoréw v;; o tym samym
jednym z indekséw nie moga by¢ ani jednoczesnie kolinearne, ani jednoczes$nie liniowo
niezalezne.

Lemat 10. Przy powyziszych zalozeniach dla kazdej pary i,j € {1,...,n} zachodzi:

a) wektory w;, ..., uy @ lintowo niezalezne < wektory v;1, ..., vy, sq kolinearne,
b) wektory s, ..., uy s@ kolinearne < wektory v, . .., vy, $q liniowo niezalezne,
c) wektory uyj, ..., un; sq liniowo niezalezne < wektory vy, ..., v,; sq kolinearne,

d) wektory uyj, ..., un; sq kolinearne < wektory vy, ..., v,; sq liniowo niezaleine.
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Dowad.
=" Przyjmijmy nie wprost, ze wektory wu;;,...,u; sa liniowo niezalezne oraz wektory
Vi1, - - ., Vi TOWNiez sg liniowo niezalezne. Poniewaz mamy:
Vi1
L(Eil‘i‘-”"_Ei):Uilvil'f"--"i_uinvin:[uil uts} S
Vin

gdzie dwie ostatnie macierze sa nieosobliwe, wiec rank L(F;; +. . .+ Ej;,) = n. Jednak mamy
rank(FE; + ...+ Ey) = 1, co prowadzi do sprzecznosci.

,<=" Zatozmy nie wprost, ze wektory v;1, ..., v, sa kolinearne oraz wektory w;i, ..., up,
takze sa kolinearne. Istnieja wiec skalary A\, u € '\ {0}, dla ktoérych zachodzi réwnosé:

Uiz = AUy, Vi2 = HU;1.
Stad otrzymujemy:
L(ApE; — Eig) = AMii v — UigViz = Ml Vin — Ml v = 0,

czyli rank L(ApEy — Ei) = 0, pomimo ze rank(AuFE; — E) = 1. To zas prowadzi do
niedorzecznodci i dowodzi tezy lematu. O

W ostatnim lemacie udowodnimy, ze zbiér wektoréw u;; (odpowiednio v;;) o ustalonym
indeksie ¢ oraz zbiér wektoréw w;; (odpowiednio v;;) o ustalonym indeksie j nie moga by¢
jednoczesnie kolinearne lub jednoczesnie liniowo niezalezne.

Lemat 11. Przy powyziszych zalozeniach dla kazdej pary i,j € {1,...,n} zachodzi:

a) wektory w;, ..., Uy sq liniowo niezaleine < wektory uij, ..., u,; sq kolinearne,
b) wektory wp, ..., Uy s¢ kolinearne < wektory wuij, ..., un; @ liniowo niezalezine,
c) wektory vi, ..., Vi, @ liniowo niezaleine < wektory vy;, ..., v,; sq kolinearne,
d) wektory vi1, ..., v, sq kolinearne < wektory vy;, ..., v, sq liniowo niezaleine.
Dowad.
<7 Zalézmy przez sprowadzenie do sprzecznosci, ze wektory uq; Uu,; sg kolinearne
9 ybp p p 3 Y Uij, .- -5 Unj 3

oraz wektory u;y, ..., u;, rowniez sa kolinearne. Stad istnieja takie skalary A\, u € F\ {0},
ze:
Ujs = A, Uy = [Uij,

gdzie s € {1,...,n}\ {j} oraz t € {1,...,n}\ {i}. Wtedy otrzymujemy:
L(E;; + Eis + Etj) = uj0ij + UisVis + UtjVr; = Wi (Vij + Avis + pog),

czyli rank L(E;; + E;s + Eij) < 1. Jednakze rank(E;; + E;s + Ey;) = 2, co bezposrednio
prowadzi do sprzecznosci.
.= Zaldzmy teraz nie wprost, ze wektory u;i, ..., u;, sa liniowo niezalezne oraz wektory



2. Przeksztalcenia liniowe zachowujace pewne rodziny macierzy 75

Uyj, - - -, Up; takze sg liniowo niezalezne. Na podstawie lematu 10 otrzymujemy, ze wektory
Vi1, - . ., Vin 53 kolinearne i wektory vy, ..., v,; rowniez sg kolinearne. To za$, na mocy roz-
wazan analogicznych do tych przedstawionych przed chwila, doprowadza do niedorzecznosci
i ostatecznie konczy dowod lematu. O

Pozostalo juz nam tylko przeprowadzi¢ bezposredni dowod twierdzenia 40.
Dowdéd twierdzenia 40. Dzieki wezesniejszym rozwazaniom wiemy juz, iz:

gdzie u;; € F™*1\ {0} oraz v;; € FY**\ {0} dla dowolnych 7,5 € {1,...,n}. Na podstawie
lematu 11 wystarczy rozwazy¢ dwie sytuacje, a mianowicie ze:

1) dla dowolnych 7,5 € {1,...,n} wektory uy;, ..., u,; sa liniowo niezalezne oraz wek-
tory w1, ..., U, sa kolinearne,

2) dladowolnych i, j € {1,...,n} wektory w1, ..., u;, sa liniowo niezalezne oraz wektory
Uyj, - - -, Upj 53 kolinearne.

Zajmijmy si¢ najpierw pierwsza sytuacja. Korzystajac z lematu 10, wnioskujemy, iz dla
kazdego j € {1,...,n} wektory vyj,...,v,; sa kolinearne. Oznacza to, ze dla dowolnych
i,j € {2,...,n} istnieja skalary \;;, u;; € F\ {0} takie, ze:

Uij = NijUit, Vij = HijU1j-
Stad oczywiscie mamy:
L(En) = U11%11, L(Elz) = >\12U11U12, T L(Eln) = )\1nU11U1m
L(E21) = H21U21711, L(E22) = )\22M22U21U12, Tt L(E2n) = )\2nM2nU21U1n>
L(Enl) = Un1Un1V11, L<En2) = )\n2ﬂn2unlvl2, T L(Enn) = )\nnﬂnnunlvln-
Przyjmujac oznaczenia:
p1 ‘= U1, P2 = H21U21, ce Pn = Hn1Un
oraz:
q1 ‘= V11, @2 = Ai2V12, ceey Gn = AMnUln,
otrzymujemy:
L(En) = P141, L(E12) = P1942, ce L(E1n> = P14n,
L(Es1) = paq, L(E3) = 092022, e L(E5,) = 02n,p2Gn,

L<En1) = DPn{1, L(EnZ) = On2Pnq2, e L(Enn) = OnnPndn,
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gdzie 0;; 1= )\ij)\fjluijui’ll # 0 dla dowolnych ¢, 5 € {2,...,n}. Ponadto wektory p1,...,p,
sg liniowo niezalezne oraz wektory ¢y, ..., q, rowniez sa liniowo niezalezne, co wynika z le-
matu 10. Ustalmy dowolnie 7, j € {2,...,n}. Wtedy mamy:

L(Ev + En + By + Eij) = piqy + piqa + p1g; + 0ipiq; =
= (p1 +pi)(q1 + q5) + (045 — V)pig; =

Qo+ ]

:[p1‘|‘pi pi}[(aij_1>Qj

Zauwazmy, ze wektory p; 4+ p; oraz p; sa liniowo niezalezne, a wiec macierz { m+pi D ]
jest pelnego kolumnowego rzedu, skad:

rank L(Ey + Eqn + Fyj + Eij) = rank l 04 ] _

(015 — 1)g;

Poniewaz rank(Ey; + E; + By + Eyj) = 1, wiec rzad macierzy L(Ey; + Eq + Ev; + Eij)
takze musi by¢ réowny jeden, co z liniowej niezaleznosci wektoréow ¢ + ¢; i ¢; oznacza, ze
zachodzi 0;; = 1. Podsumowujac, dla dowolnych ¢,j € {1,...,n} mamy:

L(E;;) = pig;,

co mozna zapisa¢ rowniez jako:
L(EZJ> - PEijQ,

gdzie:
a1

P::[pl pn} oraz Q=1 :

dn
sa macierzami ze zbioru GL,(F). Natychmiastowym wnioskiem jest to, ze dla kazdego
X € M, (F) mamy wtedy:
L(X)=PXQ,

co nalezato pokazac.
PrzejdZzmy wiec do drugiej sytuacji i zdefiniujmy przeksztatcenie A: M, (F) — M, (F)
Przy pomocy wWzorl:

AX) = (LX)

Zauwazmy, ze z wlasnosci transpozycji macierzy powyzsze przeksztatcenie jest liniowe oraz

zachowuje rzad macierzy. Korzystajac z réwnosci (2.50) dla dowolnych ¢,5 € {1,...,n}
mamy:

_ T, T
Z lematu 10 dostajemy, ze wektory v}, ..., v sa kolinearne oraz wektory vﬂ, e ,vgj sq

liniowo niezalezne. W ten sposob sprowadziliSmy druga sytuacje do pierwszej sytuacji.
Stad stwierdzamy, ze istnieja macierze R, S € GL,(F) takie, ze dla kazdego X € M, (F)
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zachodzi:
A(X) = RXS.

Definiujac P := ST oraz Q := RT, otrzymujemy, ze dla kazdego X € M,,(FF) zachodzi:
L(X)=(RXS)" = PX"Q,

co juz bezposrednio prowadzi do tezy twierdzenia. O]

Zauwazmy, ze przy dowodzeniu twierdzenia 40 wykorzystywaliémy jedynie fakt, iz prze-
ksztatcenie liniowe L zachowuje rzedy jeden i dwa macierzy. Mozemy wiec wspomniane
powyzej twierdzenie nastepujaco przeredagowac.

Twierdzenie 41. Jesli przeksztatcenie liniowe L: M,,(F) — M, (F) zachowuge rzedy jeden
1 dwa macierzy, czyli:

VX € M, (F): ((rankX — 1 = rank L(X) = 1) A (rank X =2 = rank L(X) = 2))
to istniejg macierze P,Q € GL,(F) takie, Ze:
VX € M,(F): L(X) = PXQ  albo VX € M,(F): L(X)=PX"Q.

Jesli chcielibysmy otrzymac taki sam wynik, zaktadajac jedynie, ze przeksztalcenie li-
niowe L zachowuje macierze rzedu jeden, to musieliby$my przyktadowo zatozy¢, ze ciato F
jest algebraicznie domkniete. Dowod takiego twierdzenia mozna przeprowadzi¢ z wykorzy-
staniem lematow 9 i 10 oraz wedtug dowodu twierdzenia 40, poniewaz nie wykorzystuje sie
w nich tak naprawde zalozenia, iz przeksztatcenie liniowe L zachowuje macierze rzedu dwa.
Jedynie dowdd lematu 11 nalezy zmienié, korzystajac z domknietosci ciata F. Odpowied-
nie twierdzenie oraz alternatywna wersje dowodu lematu 11 przy ostabionych zatozeniach
podajemy ponizej. Inny dowdd twierdzenia 42, przeprowadzony w jezyku tensoréw, podat
Roy Westwick w artykule [51]. Dowdd tego twierdzenia mozna znalezé takze w artyku-
le [40]. Przyjeto tam jednak silniejsze zatozenie niz w twierdzeniu 40, a mianowicie ze
charakterystyka ciata algebraicznie domknietego F jest rowna zero.

Twierdzenie 42. Niech ciato F bedzie algebraicznie domkniete. Jesli przeksztatcenie li-
niowe L: M, (F) — M, (F) zachowuje rzqd macierzy réwny jeden, czyli:

VX € M, (F): (rankX =1 = rank L(X) = 1),
to istniejg macierze P,Q € GL,(F) takie, Ze:
VX € M,(F): L(X)=PXQ  albo VX € M,(F): L(X)=PX"Q.

Dowdd lematu 11 (alternatywna wersja,).

~<&" Zalozmy, ze wektory uyj, ..., u,; sg kolinearne oraz wektory u;, ..., u;, rowniez sg
kolinearne. Ustalmy dowolne s € {1,...,n}\ {i} oraz dowolne t € {1,...,n}\ {j}. Rozwa-
zymy dwie sytuacje. W pierwszej przyjmiemy, ze wektory w;; oraz ug sa liniowo niezalezne,
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natomiast w drugiej, ze sa kolinearne. Przejdzmy do pierwszej sytuacji. Poniewaz z zato-
zenia wektory w;;, us; oraz u; sa kolinearne i wektor ug jest z kazdym z nich liniowo
niezalezny, wigc na podstawie lematu 10 wektory vs;, vi; oraz vg sa kolinearne i wektor v;;
jest z kazdym z nich liniowo niezalezny. Istnieja wiec skalary Aj, Ao, pg, po € F \ {0} takie,
ze:

Usj = )\1%‘]‘, Ui = >\2U1;j, Vsj = H1Ust, Vit = H2Ust-

Wtedy otrzymujemy:

L(EU + Esj + Ez’t + Est) = uijvij + usjvsj + Uit Vit + UgtVst =
= Wi Vij + AU Vst + AoflollijUst + Ugp Vs =
= Ui (Vij + Mpvs) + (Aafiottsj + Ust) Vs =

Vij + A Vst
Vst '

= { Ui AgplaUi; + U } [

Zauwazmy, ze wektory u;; 1 Aopiat;j+us sg liniowo niezalezne oraz wektory v;;+ A1 f11 Ve 1 v
takze sa liniowo niezalezne. W szczegolnosci to oznacza, ze macierz { Ugj  Aaflalij + Ug ]
Vij + A Vst

] jest rzedu dwa, czyli:
Ust

jest pelnego kolumnowego rzedu, a macierz [

rank L(E;; + Eyj + Ey + Ey) = rank l Uij + Mpirst 1 —2.

Vst

To sprowadza pierwszg sytuacje do niedorzecznosci, gdyz rank(E;; + Es; + Ey + Eg) = 1.
Przejdziemy wigc do drugiej sytuacji. Poniewaz z zatozenia wektory u,;, usj;, wi oraz ug sa
kolinearne, wiec wektory wij, ..., Up;j, Ui, - - ., Une t€z muszg by¢ kolinearne. Istnieja wtedy
skalary Ay, ..., Ay, i1, - - -, i € B\ {0} oraz wektor z € F**! takie, ze:

Uy :)\11;7 SRR Unj :)\nxa Uiy = 1T, SRR Unpt = MUnd.
Korzystajac z lematu 10, widzimy, ze wektory vy, . .., v, sa liniowo niezalezne, czyli tym
bardziej liniowo niezalezne sa tez wektory p1vis, ..., inUne. Z algebraicznej domknietosci

ciala [F istnieje v € F takie, ze wyznacznik macierzy:
A+7yB=B(B'A++I)

jest réwny zero, gdzie:

/\1U1j H1V1¢
A= : oraz B = : ,
Anvnj M Unt
czyli istnieja skalary k1, ..., k, € F, nie wszystkie réwne zero, dla ktérych:

K1 (Av1j + o) + - K (Avy; 4 Y tne) = 0.
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W tej sytuacji mamy:

L((k1(Eyy +vEu) + ... + kin(Enj + 7Ew)) =
= K1 (U101 + YUuv1e) + - o A B (UnjUnj + YnUnt) =
= K1(A1zv1j + Y avi) + .o F Bp(AnZUnj + Yin T U ) =
= x(/ﬁ(}\lvlj +ypvr) + oo Ky (Ao + ’yunvm)) =0.

To znaczy:
rank L((Iil (Elj + 'YElt) + ...+ Fén(Enj + ’YEnt)) = 07

pomimo, ze:
rank ((Iil(Elj + ’YE1t> + ...+ ’fn(Enj + 7Ent>> =1,

co bezposrednio prowadzi do sprzecznosci.

=" Jesli natomiast zatozymy, ze wektory w;i, ..., u;, sa liniowo niezalezne oraz wektory
Uj, - .., Up; tez sg liniowo niezalezne, to z lematu 10 mamy, ze wektory vi,..., vy sa
kolinearne jak i wektory vy, ..., v,; sa kolinearne. Stad, prowadzac analogiczne rozwazania
do tych powyzej, dochodzimy do sprzecznosci. O]

Definicja 14. Nazwijmy n-wymiarowq przestrzen zawartg w zbiorze GL, (F) U {0} pelng
przestrzeniq nieosobliwg, natomiast n-wymiarowq przestrzen zawartq w zbiorze macierzy
o rzedzie rownym jeden powickszonym o macierz zerowq nazwiymy petng przestrzeniq ma-
cierzy rzedu jeden.

Poza przeksztatceniami nieosobliwymi mozemy jeszcze znalezé przeksztatcenia osobliwe,
ktore zachowuja rzad macierzy réwny jeden. Jednak do tego celu konieczne jest istnienie
pelnej przestrzeni nieosobliwej (zob. uwaga 7). Ponizej przedstawiamy rzeczone twierdzenie
wraz z dowodem. Inny dowédd, napisany w jezyku tensoréw, mozna tez znalezé w pracy [51].

Twierdzenie 43. Niech przeksztalcenie liniowe L: M, (F) — M, (F) zachowuje rzqd ma-
cierzy rowny jeden, czyli:

VX € M, (F): (rankX =1 = rank L(X) = 1).
Wtedy, jesl przeksztatcenie L jest:
a) nieosobliwe, to istniejg macierze P,Q € GL,(IF) takie, Ze:
VX € M,(F): L(X)=PXQ  albo VX € M,(F): L(X)=PXTQ,

b) osobliwe, to istniejq pelna przestrzen macierzy rzedu jeden U C M., (F) i pelna prze-
strzen nieosobliwa V C M, (F) takie, Ze:

VX € M,(F): L(X) =S U XVi  albo VX € M, (F): L(X) = 3 ViXUj,
k=1 k=1

gdzie macierze Uy, ..., U, tworzq baze przestrzeni U oraz macierze Vi, ..., V, tworzg
baze przestrzeni V.
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Dowod. Mamy do rozwazenia cztery sytuacje:
1) dla kazdego i, j € {1,...,n} wektory uyj, ..., u,; sa linjowo niezalezne oraz wektory
U1, - - -, Uip S8 Kolinearne,
2) dla kazdego i,j € {1,...,n} wektory w;, ..., u; sa liniowo niezalezne oraz wektory
Uyj, - - -, Upj 53 kolinearne,
3) istniejg i,j € {1,...,n} takie, ze wektory uij,...,u,; sa kolinearne oraz wektory
U1, - - -, Uip S§ TOWNIEZ kolinearne
4) istnieja 4,5 € {1,...,n} takie, ze wektory uyj,...,u,; sa liniowo niezalezne oraz
wektory wu;q, ..., u;, sa réwniez liniowo niezalezne.

Pierwsza i druga sytuacja, na mocy dowodu twierdzenia 40, daje nam sytuacje nieosobliwa.

W przypadku trzeciej sytuacji, korzystajac z takich samych narzedzi jak w alternatywnej

wersji dowodu lematu 11, otrzymujemy kolinearnos¢ wektorow w1, ..., Uin, - - -, Uni, - - -

7unn-

Bez utraty ogoélnosci mozemy zaltozy¢, ze sa one wszystkie réwne pewnemu wektorowi

u € F™1. Stad dla dowolnych 4,5 € {1,...,n} mamy:
L(EZ) = U?Jij,

czyli dla dowolnego X € M,,(F') zachodzi:

L(X) :ZZU$MUI€Z:ZU[ Tkl o Tkn ] : =Y U XV,
k=11=1 k=1 k=1
Vkn,
gdzie:
Upi=[u 0 0], L Up=10 0 u]
oraz:
V11 Un1
Vii= : o Vi =
Vin Unn
Macierze Uy, ..., U, bez watpienia tworza baze przestrzeni U. Zatdézmy nie wprost, ze ma-
cierze Vi,...,V, nie tworza bazy przestrzeni V. Istnieja wtedy skalary py,...,p, € F, nie

wszystkie réwne zero, dla ktérych macierz:
n
> Vi
k=1
jest osobliwa. Znajdzmy wektor ¢ € F**" taki, ze:

a>_ Vi =0.

k=1
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Zdefiniujmy macierz Y € M,,(F) nastepujaco:

Y = pq,

gdZie b= [plv o Jpn] Wtedy
k=1 k=1

czyli rank L(Y') = 0, podczas gdy rankY = 1, co prowadzi do sprzecznosci. Czwarta
sytuacje mozna sprowadzi¢ do trzeciej, poniewaz dzigki lematowi 10 jestedmy w stanie

pokazaé, ze istnieja 4,5 € {1,...,n} takie, ze wektory vy;,...,v,; sa kolinearne oraz
wektory v;1,...,v;, rowniez sg kolinearne. Jak wyzej dostajemy kolinearno$¢ wektorow
Vlls .-y Ulns - - - s Unl, - - -, Unpn. Bez utraty ogélnosci oznacza to, iz istnieje wektor v € F1*"

taki, ze dla kazdego i,7 € {1,...,n} zachodzi:
L(EZ) = Uy450.
Teraz dla dowolnego X € M,,(F') mamy:

L1k

n n n n
L(X) = Z Zulkajlkv = Z [ Ul - Unk ] V= Z VkXUk7
k=11=1 k=1 k=1
Tnk
gdzie: )
‘/i::[ull unl]u ceey Vn::_uln unn}
oraz: )
v 0
0 :
U1 = . > ceey Un = )
: 0
0 L
Podobnie jak wcze$niej pokazujemy, ze macierze Uy, ..., U, tworza baze przestrzeni U,
a macierze Vi, ..., V, baze przestrzeni V, co konczy dowdd twierdzenia. O

Powyzsze twierdzenie pokazuje, ze warunek domknietosci algebraicznej ciala F podany
w twierdzeniu 42 mozna ostabi¢. Sformutujmy wiec teraz optymalna wersje tego twierdze-
nia.

Twierdzenie 44. Niech przeksztalcenie liniowe L: M, (F) — M, (F) zachowuje rzqd ma-
cierzy rowny jeden, czyli:

VX € M, (F): (rank X =1 = rank L(X) = 1).

Jesli przestrzenn M, (F) nie zawiera Zadnej pelnej przestrzeni nieosobliwej, to istniejg ma-
cierze P,Q € GL,(F) takie, ze:

VX € M, (F): L(X) = PXQ  albo VX € M,(F): L(X) = PXTQ.
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Naturalnym pytaniem jest, czy powyzsze twierdzenie zachodzi réwniez, gdy rzad macie-
rzy réwny jeden zastapimy dowolnym rzedem réownym k, gdzie k € {1,...,n}. Tg tematyka
zajmowali si¢ D.Z. Djokovié¢ w pracy [13] i L.B. Beasley w pracach [3], [4], [2] i [5]. Wynikiem
ich badan byto ponizsze twierdzenie sformutowane przez Djokovic¢a dla nieskonczonych ciat
i rozszerzone do obecnej postaci przez Beasleya.

Twierdzenie 45. Niech bedzie spelnione |F| > 4 oraz niech nieosobliwe przeksztalcenie
lintowe L: M, (F) — M, (F) zachowuje rzqd macierzy réwny k, gdzie k € {1,...,n},
czyli:

VX e M, (F): (rankX =k = rank L(X) = k)
Wtedy istniejg macierze P,Q € GL,(IF) takie, Ze:

VX € M, (F): L(X) = PXQ  albo VX € M,(F): L(X) = PXTQ.
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Dodatki

3.1. Generowanie zbioréw SLy(7Z) oraz SLy(Zy,)

Powszechnie znany jest fakt, iz macierze

1 10 .
0 1] , [1 1] € Ms(Z) generuja grupe

SLy(Z). Wynika on bezposrednio z ponizszego twierdzenia, méwiacego o generowaniu zbio-
ru SLy(Z) za pomoca skoriczonych iloczynéw pewnych macierzy?.

Twierdzenie 46. Zbior SLo(7Z) mozna wygenerowad przy pomocy skoriczonych iloczynéw

e I ey e A O N A

W trakcie przygotowywania dysertacji udalto si¢ uogélni¢ powyzsze twierdzenie na zbio-
ry SLo(Zy), gdzie Zj, to pierscienie modulo. Warto zauwazy¢, ze w dowodzie ponizszego
twierdzenia korzysta si¢ z twierdzenia o dzieleniu z reszta w pierécieniu modulo. Pomimo,
ze taki pierscien nie zawsze jest nawet dziedzing Euklidesa, to o dziwo tutaj wspomniane
twierdzenie wciaz dziata. Oczywiscie nierownosci pomiedzy elementami pierécienia modulo
rozpatrujemy jako nieréwnosci pomiedzy odpowiednimi liczbami catkowitymi.

Twierdzenie 47. Niech k € N, k > 2. Zbior SLo(Zy) mozna wygenerowac przy pomocy

€ Mg(Zk)

7’ - ’ . ]- ]. ]_ O
skonczonych iloczynow macierzy o 11711 1

Dowdéd. Niech G bedzie zbiorem wszystkich mozliwych skoniczonych iloczynéow macierzy

0 1
powyzszych dwoéch macierzy sa rowne jeden, wiec z twierdzenia Cauchy’ego wynika, ze
G C SLy(Zy,). Zdefiniujmy dla kazdego z € Zj; macierze:

S(z) = B ﬂ oraz T(z):= [i ﬂ :

11 10
l 1 oraz [1 11. Stad jesli A, B € G, to réwniez AB € (. Poniewaz wyznaczniki

Zauwazmy, ze:

S(z)—ll 1] )= |5 Y dia kesdego = € 74\ {0}
0 1 11
oraz: i & %
1 1 1 0
S0)=T0)= |y | = L J |

'Podobne zagadnienia rozwazal Wilhelm Magnus w artykutach [32, 34, 33].
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Stad S(z),T(z) € G dla kazdego z € Zj. Ponadto zdefiniujmy macierz diagonalna:

D(u,v) = [g ﬂ

dla u,v € Zj, takich, ze uv = 1. Poniewaz zachodzi:

T()S(—uw)T(v—1)S(1)T(-1) = [ u 1 —wv ]

w—1 v(2—uv)|’

wiec D(u,v) € G dla dowolnych u,v € Zy, takich ze uv = 1. Zwréémy uwage, ze pomnoze-
nie dowolnej macierzy z lewej strony przez S(z) lub T'(z) powoduje dodanie odpowiednio jej
drugiego lub pierwszego wiersza pomnozonego przez z do wiersza odpowiednio pierwszego
lub drugiego. Wezmy dowolna macierz X € SLy(Zy). Poniewaz jej wyznacznik jest ele-
mentem odwracalnym pierscienia Zj, wiec istnieje macierz X ! € My(Zy,). Z twierdzenia
Cauchy’ego wnosimy, ze X 1 € SL£,(Z;). Udowodnimy pézniej, ze istnieje wtedy macierz
Y € G, dla ktorej:
-1 o

] o
gdzie o, 8,7 € Zi. Wezesniej jednak sprawdzimy bezposrednio, iz det(Y X ') = af3. Po-
niewaz na podstawie twierdzenia Cauchy’ego zachodzi Y X! € SL,(Zy), wiec musi by¢
spelnione a8 = 1. To oznacza, ze:

s,y x = s Dl = sy T -1

a stad dostajemy:

czyli X € G, a wiec SLy(Zy) C G. Pozostaje nam sprawdzi¢ poprawnosé zaltozenia (3.1).

b
x=1""0
¥
Jedliby jednoczesnie byto a = 0 i ¢ = 0, to wtedy det(X ') = 0, co prowadzi do sprzecz-
nosci. Jesli a # 01 ¢ =0, to przyjmujemy Y = I. Jezeli a = 01 ¢ # 0, to wtedy ktadziemy

W tym celu przyjmijmy, ze:

Y =T(-1)S(1). Jesli natomiast a # 01 ¢ # 0, to z twierdzenia o dzieleniu z reszta istnieja
l € Noraz qi,qs,...,q € 7 takie, ze wartosci:

r1i=a+ qic,
ro = C+ @y,

r3 =11+ g3y,

T =T+ qri—1,
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spetniaja warunek ¢ > ry > 7y > ... > 11 > r; = 0. Wtedy przyjmujemy, ze:

v {T(qoS(qz_l) L T(g2)S(q), gdy [ € 2N,
T(=1)S(q+ 1T (q-1) ... T(q2)S(q1), gdyle€2N-1.

W ten sposéb w pelni potwierdzamy zatozenie (3.1), co wyczerpuje dowod twierdzenia. [

Oczywiscie z twierdzenia 47 wynika, ze grupa SLo(Zy) jest generowana przez macierze

0 1] (1 1
wynik o istnieniu epimorfizmu z grupy SLs(Z) na grupe SLy(Zy).

1 1 1
l 1 ’ [ O] € Msy(Zy). Co wiecej z twierdzen 46 i 47 wynika wprost bardzo ciekawy

Twierdzenie 48. Niech k € N, k > 2. Funkcja ¢: Slio(Z) — SLo(Zy) okreslona wzorem:

(6(X)) =(X)y modk  dlai,je{1,2}

ij

jest epimorfizmem.

3.2. Inne przeksztalcenia zachowujace rzad, wyznacznik oraz
osobliwos$ci macierzy

Rozpocznijmy od wprowadzenia podstawowych oznaczen, z ktérych bedziemy korzystac
w tym podrozdziale. Otéz przez M, (F), GL,(F) i 3,,(F) bedziemy oznaczaé¢ odpowiednio
zbiér wszystkich macierzy kwadratowych, zbior wszystkich macierzy nieosobliwych i zbior
wszystkich macierzy osobliwych; wszystkie stopnia n € N, n > 2, nad dowolnie ustalo-
nym cialem F. Natomiast dla ustalonego dowolnie n € N dla i,j € {1,...,n} przez E;;
oznaczymy macierz, ktéra zawiera na przecigciu i-tego wiersza oraz j-tej kolumny jedyn-
ke i poza tym same zera. Dla dowolnej macierzy X € M, (F) przez M;;(X) € F, gdzie
i,j € {1,...,n}, oznaczymy wyznacznik macierzy powstalej z macierzy X przez wykresle-
nie ¢-tego wiersza i j-tej kolumny, czyli odpowiedni minor macierzy X.

Podrozdzial ten poswiecimy pewnym przeksztatceniom zbioru M, (IF) w siebie, dla kté-
rych poszukiwane sg warunki takie, aby zachowywaty rzad macierzy, wyznacznik macierzy
lub macierze osobliwe i nieosobliwe, czyli odpowiednio twierdzeniom 49, 50 i 51. Wyniki te
pochodza z prac [26], [25] i [24], ktérych autorem jest Jozef Kalinowski. Moim celem jest
podanie nowych poprawnych dowodow tych twierdzen. Zanotujmy, iz wspomniane powyzej
przeksztatcenie T: M,,(F) — M,,(F) jest postaci:

(7)), = £a((X)). (3:2)

gdzie dla dowolnych i,j € {1,...,n} mamy f;;: F — F. Zauwazmy, ze w przeciwienstwie
do rozdziatu drugiego tej pracy przeksztatcenie T' nie musi by¢ teraz nawet liniowe.

Pierwsze twierdzenie, ktore przedstawimy, moéowi, kiedy przeksztatcenie T' zachowuje
rzad macierzy. Ograniczymy si¢ tu tylko do macierzy kwadratowych. Zainteresowanych
sytuacjg dla macierzy prostokatnych oraz dowodem twierdzenia w obydwu sytuacjach od-
sytamy do artykutu [26].
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Twierdzenie 49. Przeksztalcenie T jest postaci (3.2) i zachowugje rzqd macierzy, tj. dla
kazdej macierzy X € M, (F) zachodzi:

rank (T(X)) = rank(X),

wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg uq, ..., u, € F\ {0} i vy,...,0, € F\ {0} oraz istnieje
addytywna (tylko, gdy n > 3) i multiplikatywna injekcja g: F — F taka, Ze:

fij(z) = uvig(x), dla dowolnych i,j € {1,...,n}.

Przed przejsciem do drugiego twierdzenia odniesmy sie jeszcze do pewnej uwagi.

Uwaga 10. Warto zauwazyé, ze addytywna i@ multiplikatywna injekcja g: F — F moze byc
szezegotowie] okreslona dla szczegolnych cial F. Otoz na przyklad, gdy F =R, F = Q [ub
F = Z,, to:

g(z) = x.

Ale juz, gdy F = C, to funkcja g moze byé calkiem ,dzika” (zob. [52]).

Kolejne twierdzenie dotyczy sytuacji, gdy przeksztatcenie T zachowuje macierze oso-
bliwe i nieosobliwe.

Twierdzenie 50. Przeksztalcenie T jest postaci (3.2) i zachowuje macierze osobliwe i nie-
osobliwe, tj. dla kazdej macierzy X € M, (F) zachodzi:

X €X,(F) = T(X)€So(F) A X €GLu(F) = T(X) € GL(F),

wtedy @ tylko wtedy, gdy istniejg uq, ..., u, € F\ {0} i vy,...,0, € F\ {0} oraz istnieje
addytywna (tylko, gdy n > 3) i multiplikatywna injekcja g: F — F taka, Ze:

fij(z) = uvig(x), dla dowolnych i,j € {1,...,n}.

Ostatnie, trzecie twierdzenie moéwi o tym, kiedy przeksztatcenie T' zachowuje wyznacz-
nik macierzy.

Twierdzenie 51. Przeksztalcenie T jest postaci (3.2) i zachowuje wyznacznik macierzy,
tj. dla kazdej macierzy X € M, (F) zachodzi:

det (T(X)) = det(X),

wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg uy, ..., u, € F\{0} ivy,...,v, € F\ {0} takie, Ze:

H UV = 1
k=1
oraz:
fij(x) = w,x, dla dowolnych i,j € {1,...,n}.

Wspomnijmy, ze w oryginalnych twierdzeniach 49 i 50 podany jeszcze byl warunek, iz
g(0) = 0, ktory jednak mozna pominaé, gdyz multiplikatywna injekcja g zawsze speknia
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réwno$é g(0) = 0. Ponadto w oryginalnym dowodzie twierdzenia 50 macierze Bs, Bs, Br
i Bg byty niepoprawnie zdefiniowane. Co gorsza, w oryginalnym dowodzie twierdzenia 51
(dowéd lematu 1 z pracy [24]) zatozono, ze jesli dwie funkcje wielomianowe sa sobie réwne,
to ich wspotezynniki tez sa sobie réwne, co nie jest prawdag w ogdlnosci dla cial skonczo-
nych. Na szczescie udato sie to skorygowac i ponizej w dowodach podano juz poprawnie
zdefiniowane wspomniane powyzej macierze oraz przedstawiono dowdd sformutowanego
powyzej twierdzenia 51, w ktérym nie wykorzystuje sie zanegowanego faktu. Zaczniemy od
dowodu twierdzenia 50, ktory poprzedzimy dwoma lematami.

Lemat 12. Jesli przeksztalcenie T jest postaci (3.2) oraz zachowuje macierze osobliwe
i nieosobliwe, to dla dowolnych i,j € {1,...,n} oraz kazdego x € F\ {0} zachodzi:

fij(x) # fi;(0).

Dowdd. Ustalmy i,j € {1,...,n} oraz x € F\ {0}. Niech permutacja ¥ € S,, bedzie taka,
ze X(i) = j. Zdefiniujmy macierze A € GL,,(F) oraz B € 3,,(F) odpowiednio wzorami:

r, gdy (k,l) = (i’j)v
(A =11, gdyl=3X(k)Ak#i,
0, w pozostalych przypadkach

oraz:
1, gdyl=%(k)Ak #1,
(B =
0, w pozostatych przypadkach.

Wtedy z zalozenia zachodzi T'(A) € GL,(F) oraz T'(B) € ¥, (F), gdzie:

fkl(x)v gdy (ka l) = (Zaj)a
(T(A),, = { fua@). edy 1 =S(k) Ak # i
fr(0),  w pozostatych przypadkach

oraz:
1 dy l=X(k)ANk #i
kil fr(0), w pozostatych przypadkach.
Poniewaz, jak tatwo zauwazy¢, dla kazdego r € {1,...,n} spelnione jest:
M; (T(A)) = Mz’r(T<B)>7

wiec:

0 # det (T(A)) = (=1)™ fi;(x) My (T(A)) + D (= 1) £ (0) Mir (T(A) )

=

oraz:

(—1)"*" fir(0) My, (T(A)) .

1

n n

T
o
Eond
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Odjecie od siebie dwoch powyzszych zaleznosci stronami implikuje:
0 (1) (fis () = £;5(0)) My (T(4)),
czyli w szczegdlnoéci mamy fi;(z) # £i;(0), co konczy dowdd lematu. O

Lemat 13. Jesli przeksztalcenie T jest postaci (3.2) oraz zachowuje macierze osobliwe
i nieosobliwe, to dla dowolnych i,j € {1,...,n} oraz kaZdego x € F spelnione jest:

Dowdd. Ustalmy 7,5 € {1,...,n} i wezmy taka permutacje ¥ € S,,, ze X(i) = j. Zdefiniuj-
my macierz A € 3,,(IF) oraz dla kazdego s € {1,...,n} macierz B; € M,,(F) w nastepujacy
sposob:
1, gdyl=%(k)Nk #1i,
(A =
0, w pozostatych przypadkach

oraz:
(B = 1, gdy (k1) = (i,5) Vv (I =S(k) Ak #1),
K 0, w pozostalych przypadkach.

Zauwazmy, ze jesli s = j, to By € GL,(F), a jesli s # j, to By € X,(F). Stad macierze
T(A) € GL,(F) oraz T'(B;) € M, (F) dla kazdego s € {1,...,n} sa postaci:
(T(A)) _ fiy (1), gdy I =X(k) ANk #1,
kil fi;(0), w pozostatych przypadkach

oraz:
(T(B )) _ fij(l)a gdy (k, l) = (i, s) V (l = Z(k) Ak 7& i),
I fi;(0), w pozostalych przypadkach,

gdzie T'(B;) € GL,(IF), jesdli s = j oraz T'(B;) € 2,,(F), jesli s # j. Poniewaz dla dowolnych
re{l,...,n}oraz s € {1,...,n} mamy:

M (T(A)) = My (T(B,)),

wiec mamy:

det (T(A)) = S0(-1)* fu(0) M (T(4)) (33
det (T(B,)) = (=1)""* fia(1) Mis (T(B,)) +ki(—1)i+k Fin(0) My (T(B.)) =
e (3.4)
= (=1 fi(1) M (T(A)) + 32 (=1 £ (0) M (T(A))..

ol
SR
» =
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Odejmujac od siebie réwnosci (3.3) i (3.4) odpowiednio stronami, otrzymujemy:

0 = det (T(A)) — det (T(B.)) = (=1)™*(£:a(0) = fia(1)) Mis(T(A)) (3.5)

dla kazdego s € {1,...,n}, s # j, oraz:
0 # det (T(A)) — det (T(By)) = (=17 (£(0) = fiy(1) My (T(4)).  (3.6)

Z réwnosci (3.5) wnosimy, ze dla kazdego s € {1,...,n}, s # j, zachodzi M (T(A)) =0,
poniewaz na podstawie lematu 12 mamy f;(0) # fis(1). To za$ implikuje, ze wzér (3.3)
przyjmuje postac:

0 = det (T(A)) = (~1)" f;(0)M;; (T(4)),

czyli f;;(0) = 0, gdyz na mocy nieréwnosci (3.6) spelnione jest M;; <T(A)) # 0. Wezmy
r € F i zauwazmy, ze jesli x = 0, to wtedy f;;(x) = 0. Jesli natomiast mamy = # 0, to
z lematu 12 zachodzi f;;(x) # fi;(0), a poniewaz to f;;(0) = 0, wiec f;;(x) # 0, co byto do
pokazania. 0

Dowod twierdzenia 50.

»=" Zdefiniujmy macierz A € ¥, (F) wzorem:

A=
k

Z Ey.

11=1

Poniewaz T'(A) € ¥,,(F) jest postaci:

T(A) = kZ": lﬁ: fu(1) Ep,

wiec rank (T(A)) > 1, jako ze na podstawie lematu 13 dla dowolnych k,l € {1,...,n}
zachodzi fi(1) # 0. Zaldézmy nie wprost, ze rank (T(A)) > 1. Stad wnioskujemy, ze
istnieja takie i1, iz, j1,j2 € {1,...,n}, i1 # 4, J1 # Jo, Ze:

fi1j1(1)fi2j2(1> - fi1j2(1)f1'2j1<1) 7A 0.

Niech o € S,, bedzie permutacja taka, ze o(i1) = j; oraz o(iz) = jo. Rozwazmy macierz
B € ¥, (F) zdefiniowana nastepujaco:

B:=Eyj+Eiyj,+Ei;+Ey,u;+ Y. Eiw-
1<1<n

k¢ {i1 iz}

Wtedy macierz T'(B) € 3, (F) mozna na mocy lematu 13 zapisa¢ w postaci:

T(B) = fijy(1)Eijy + finjo (D) Eigjy + firjo(1) Eirjy + fiojy W Eiii + Y fro) (1) Eroe)-
1<k<n

k¢ {i1i2}
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Korzystajac z rownosci:

0 = det (T<B)) = sgn(a) (filjl(l)fi2j2(l) - filjz(l)fi2j1(1)) H fka(k)(1>7

1<k<n

k¢ {i1 iz}

otrzymujemy sprzecznos$¢, albowiem z lematu 13 dla kazdego k € {1,...,n} \ {i1,i2},
spetnione jest froy(1) # 0. Zatem macierz rank (T(A)) = 1, a wiec istniejg liczby
Ug, ..., u, € F\ {0} oraz vy,...,v, € F\ {0} takie, ze dla dowolnych i,7 € {1,...,n}
spetnione jest:

fi(1) = ;.

Jesli zdefiniujemy teraz dla dowolnych 7,5 € {1,...,n} funkcje g;;: F — F wzorem:

gi;(x) == (wjv;) " f(2),

to wtedy widzimy, ze:
fz](x) = Uﬂ)jgij<l‘>, gU(O) =0 oraz gm(l) =1.

Ustalmy pq,p2,7m1 € {1,...,n}, p1 # p2, i permutacje 7 € S, taka, ze 7(p1) = r;. Niech
ro := T(pa). Wtedy dla dowolnego x € F mamy:

C = 2By + Epiry + @Bppry + Epyrs + > Erriy,s
1<k<n
k¢{p1,p2}

czyli C € ¥, (F), a stad:

T(C) = Up,Ur Gp1my (x)Emm + Up, Vpy Epyry + Upy Uy Gpory (x)Epzm + Up, Upy Epyry+
+ Z UkV7 (k) Eer (1) »

1<k<n
k¢{p1,p2}

czyli T(C) € 3,(F), co implikuje, ze:

0 = det (T(C)) = SEN(T ) Up, Ury Upy Ury (gpm () — Gpyry (.zz:)) I wv-w),

1<k<n
k¢{p1,p2}

a zatem:
gpﬂ”l (ZL’) - gple (ZL’) (37)

Ustalmy sq,71,72 € {1,...,n}, r1 # re, 1 permutacje o € S, taka, ze o(s;) = r1. Niech
sy 1= 0 !(ry). Wtedy dla dowolnego x € F mamy:

D = xEsU“l + xEsl’rg + Esz’r‘l + Esgrg + Z Ek,g(k)a
1<k<n

k¢{s1,s2}
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czyli D € ¥, (F), a stad:

T(D) = Usy Upy Gsqry (x)ESNH + Usy Ury Gsyry (x)ESN"z + Usy Uy By + Usy Ury Eisyry +
+ D uke(r) Bror)s

1<k<n

ki{s1,s2}

czyli T(D) € ¥, (F), co implikuje, ze:

0 = det (T(D)) = sgn(0)ts, Vr, ey Uy (gorr () = o (@) [T thvr);

1<k<n

kg{s1,52}

skad:
Gsir (:C) = 9817"2<x)- (3-8>

Reasumujac, z réwnosci (3.7) 1 (3.8) wynika, iz istnieje funkcja g: F — F taka, ze dla
dowolnych 4,5 € {1,...,n} jest:

fij(x) = wivjg(x).
Pokazemy teraz, ze funkcja g jest injekcja. Dla dowolnych x,y € F, x # y, zdefiniujmy:
F:=aEy +yFEw+ Exn+ Exn+ kzn: By € GLL(F).
=3
7 tego wynika, ze:
T(F) = wivig(z)En + uiv29(y) Era + ugvi Ear + ugva By + kzn:?,UkUkEkk € GL,(F),
co daje nam:

0 # det (T(F)) = UV UV (g(x) — g(y)) f[ Ug Vg,

czyli:
9(x) # g(y).

Poza tym udowodnimy, ze funkcja g jest multiplikatywna. W tym celu wezmy dowolne
z,y € F i przyjmijmy:

G :=xE + ayFo + Ex + yBas + > By € 3,(F).
k=3

Poniewaz zachodzi:

T(G) = uinig(z) By + wv2g(zy) Era + uav1 Eay 4 ugvag(y) Eee + > wpvp B, € S (F),
k=3
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wiec otrzymujemy:
0 = det (T(G)) = U1V U202 (g(x)g —g(zy) ) H Uk Uk,

co daje nam réwnosc:
9(x)g(y) = g(xy).

Pozostaje nam pokazaé, ze jesli n > 3, to funkcja g jest addytywna. Aby tego dokonaé
ustalmy dowolnie z,y € F i rozwazmy macierz:

H :=zEy + By +ylo + Eog + (v 4 y) B3y + Esp + Ess + Z By, € 3, (F).
k=4

Widzimy, ze:
T(H) = uiv1g(z) Evy 4+ u1veErg + ugv19(y) Bar + ugvs Eas+

+ uzv1g(z + y) Es1 + usvaFsy + usvsFsg + Z By € X (F),
k=4

skad dostajemy:
0 = det (T(H)) = U V1 UgVaU3V3 (g(m +y) — ) H UV,

a wiec:
9(z) +g(y) = g(x +y).

»<=" Zauwazmy, ze stwierdzenie, iz operator T postaci (3.2) zachowuje macierze osobliwe
i nieosobliwe, jest réwnowazne faktowi, iz dla kazdej macierzy X € M, (F) zachodzi:

det(X) = 0« det (T(X)) = 0.

Jesli n = 2, to z injektywnosci i multiplikatywnosci funkeji ¢ mamy nastepujacy ciag
rownowaznosci:

det(X) =0 & (X)11(X)r = < J12(X)or & g((X)11(X)2s) = g((X)12(X)1) &

= 9((0u)g((X)z2) = 9((X)iz)a((Xm) &

~ Ulvlg((X)n)UQUzg((X)m) = Ulvzg((X)12)U2U1g<(X)21) ~
< f11(( 11 )f22<(X)22) = f12((X)12)f21 ((X)m) & det (T(X)) =0.

Jesli natomiast n > 3, to z addytywnosci i multiplikatywnosci funkcji ¢ mamy nastepujaca
rOWNosc¢:

n

det (T(X)) = > sgn(o H fro(k ( ko k)> = > sgn(o) ﬁ 'U/]gvg—(k)g(<X)ka(k)> -

oESh k=1 ocESH k=1



3. Dodatki 93

= (H u) (Z sgn(o) I g(<X>ka<k>)) =

oeSy, k=1
=(H ukvk)g(agnsgnw) ’}i[1<x>ka<k) (H ) (det(x)).

z ktorej, korzystajac z addytywnosci i injekcyjnosci funkcji g, otrzymujemy réwnowaznosci:

det (T(X)) = 0« g(det(X)) = 0 < g(det(X)) + g(det(X)) = g( det(X)) «
g(det(X) —I—det(X)) = g(det(X)) & 9(2 det(X)) = g(det(X)) =
& 2det(X) = det(X) < det(X) =0,

co konczy dowdd twierdzenia. O]

Podrozdziat ten zakonczymy dowodem twierdzenia 51.

Dowad twierdzenia 51.

,=" Poniewaz przeksztalcenie T zachowuje wyznacznik macierzy, wiec takze zachowuje
macierze osobliwe i nieosobliwe. Stad na mocy twierdzenia 50 istnieja ¢i,...,¢, € F\ {0}
idy,...,d, € F\ {0} oraz multiplikatywna injekcja g: F — F taka, ze:

fij(x) = cid;g(x), dla kazdego i,j € {1,...,n}.

Poniewaz funkcja ¢ jest multiplikatywna, wiec g(0) = 0 lub ¢(0) = 1, ale w tym drugim
przypadku dla kazdego = € F mieliby$my g(x)g(0) = g(z-0), czyli g(x) = 1, a zatem mamy
sprzecznos¢ z injekcyjnoscia funkcji g. Podobnie z multiplikatywnosci funkcji g dostajemy
g(1) = 0 lub g(1) = 1, ale tym razem w pierwszym przypadku mieliby$my sprzecznos$é
z injekcyjnoscia funkcji g, jako ze g(0) = 0. Reasumujac, zachodzi:

g(0)=0  oraz  g(1)=1

Dla dowolnego x € F zdefiniujmy macierz A € M,,(F) wzorem:
A= .CL"EH + Z Ekk
k=2
Wtedy zachodzi:

T(A) = Cldlg(JJ)Eu + Z dekEkk
k=2

i z réwnosci wyznacznikéw macierzy A i T(A) otrzymujemy:
x = det(A) = det (T(A)) = g(z) [] cxds,
k=1

czyli:

n -1
k=1



3. Dodatki

94

Stad dla dowolnych i, 5 € {1,...,n} oraz kazdego = € F mamy:

" -1
fij(z) = ¢id; (H ckdk> T = wv;x,
k=1

gdzie:
~1

n —1 n
U = ¢ (H ck> oraz vj = d; (H dk>
k=1 k=1

Rozwazmy jeszcze macierz B € M, (F), przedstawiona jako:

k=1

Widzimy, ze:
T(B) = Z ukvkEkk,

k=1

wiec z réwnosci wyznacznikéw tych macierzy dostajemy:
n
1 = det(B) = det (T(B)) = ] usve,
k=1

co byto do pokazania.
»<" Dla dowolnej macierzy X € M,,(F) stwierdzamy, ze:

det (T(X)) = Sgﬂ(a)kﬁ fka(k)((X>k;o(k)) = SgH(U)]f[ukva(k)(X)ka(k) -

0ESH oESH

= (f[ Uk”k) (Z sgn(o) ﬁ(X)kg(k)) = det(X),

oESy k=1

co prowadzi do poszukiwanej tezy.
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