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Recenzja rozprawy doktorskiej Michata Rézanskiego

Uogoélnienia nieré6wnosci Hadamarda oraz twierdzen
Frobeniusa i Dieudonné

W swojej rozprawie doktorskiej autor zajmuje sie wlasnosciami macierzy zespolonych.
Rozprawa sktada sie z trzech rozdzialow, o nieco réznej tematyce. W rozdziale pier-
wszym omowione zostaly klasyczne nieréwnosci. Rozdzial ten zostatl podzielony na trzy
podrozdziaty. W pierwszym z nich zostala najpierw przypomniana (wraz z dowodem)
nier6wnos¢ Hadamarda

n
D(zy,. . x) < [,
=1

pomiedzy wyznacznikiem macierzy Gramma a iloczynem dlugosci wektorow. Nastepnie
(rowniez z dowodem) nieréwnos¢ Fischera

D(xy, ..oy zn) < D(xy, .o 2p) D@k, o0y xn).

Po tym wstepie zostata udowodniona nier6wnosé

F(Ib o 7xn) + H |<xi7x0(i)>| < H ||IZH7
=1 =1

tak zwana permutacyjna nieréwno$¢ Hadamarda.

W dalszej czesci wynik ten zostal przettumaczony na jezyki macierzy hermitowskich
oraz F'-macierzy.

Jedynym oryginalnym wynikiem tej czesci jest permutacyjna nieréwno$¢ Hadamarda.
Problem w tym, ze jak autor sam przyznaje, wynik ten byt juz kilka lat wczesniej
udowodniony przez X. Zhang i S. Yang. Uznaje jednak, ze jego wynik, opublikowany
juz w dwoch pracach (glownie z promotorem) zostal uzyskany niezaleznie (gdyz tamte
prace chiniskich matematykow byly trudne do znalezienia), oraz posiada wazny naddatek
jakim jest opisanie wszystkich przypadkow, gdy zachodzi rownosc.

Co do drugiej uwagi to niezbyt sie z nia zgadzam, gdyz zwykle w takiego rodzaju
nieréwnosciach znalezienie warunkéw na réwnosé jest banalne. Tak jest i tutaj. Zas co
do o$wiadczenia o niezaleznie uzyskanych wynikach to z tym mogtbym sie zgodzi¢. Te
wczedniejsze prace byly opublikowane pod tytutami nie od razu kojarzacymi si¢ z tym
tematem. W takim przypadku zdarza sie, ze powstajg prace o tym samym wywodzace
sie z innych dzialéw matematyki, ktorych badacze nic o sobie nie wiedza dowodzg tych
samych twierdzen pod zupelnie innymi nazwami. I tu nie mozna mie¢ do doktoranta (jako
jeszcze niedoswiadczonego naukowca) o to pretensji, ze nie znal takich powiazan. Jesli
juz nalezy mie¢ ja do promotora.

Drugi podrozdzial po$wiecony jest nieréwnoscia na $lad macierzy wzorowanym na

nieré6wnosci von Neumanna.
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Podaje sie nowe dowody (wzorowane na metodzie R. Grigorieff) znanych juz twierdzen

tr (H UjAj) ‘ = ZH01<A1)7

i=1 j=1

sup
U17Ukeun((c)

gdzie tym razem o nie oznacza permutacji a warto$¢ osobliwa.

sup tr(UAUB) = ) Ai(A)Xi(B)
UeU,(C) i—1

oraz
n

inf tr(UAU*B) = Ai(A) A, _i1(B
i, HUATE) = 3 N (ADhnsss(B)

Zastosowanie wspomnianej metody daja tatwiejsze i ciekawe dowody.

W trzecim podrozdziale przytoczone zostalo (wraz z dowodem) twierdzenie Kreina
(jeszcze inne wzmocnienie twierdzenia Hadamarda.

Podsumowujac rozdzial pierwszy tatwo doj$¢ do konkluzji, ze jedynym oryginalnym
wynikiem jest permutacyjna nieréwno$é¢ Hadamarda (co do orginalnosci ktorej tez mozna
mie¢ pewne zastrzezenia). Niejakim wkladem tez moze by¢ uznane ukazanie w jaki sposob
metoda R. Grigorieff moze postuzyé¢ do dowodzenia twierdzen.

Niestety rozdziat ten zostal nadnaturalnie wydtuzony przez dodanie dowodow klasycz-
nych twierdzen i lematow (z czego mam powazne watpliwosci co do poprawnosci dowodu
Twierdzenia 1). Dodatkowo w podrozdziale trzecim nie ma zadnego uzasadnienia, dlaczego
sie tu znalazt.

W drugim rozdziale macierze traktowane sa jako przeksztalcenia liniowe. Na poczatek
rozwazane sg uogo6lnienia twierdzenia Frobeniusa o postaci takich przeksztalcen zachowu-
jacych wyznacznik (lub jakis zbior). Mozna je wyrazi¢ w postaci:

Przy pewnych (ré6znych) zatozeniach przeksztalcenie ma postaé

L(X)=PXQ albo L(X)=PX"Q.

Ta cze$¢ zaopatrzona jest w kilka tego typu wynikéow z bardzo tadnymi dowodami.
Niestety dowody maja kilka btedéw, ale wynikaja one bardziej z nieumiejetnosci pisania,
sa tatwe do naprawienia i nie maja wptywu na warto$¢ merytoryczna.

Rozwazana jest rowniez ilosé¢ takich przeksztalcen, ktore zachowuja wyznacznik. Poka-
zuje si¢ tu, ze jesli R jest piercieniem skoriczonym, to jest ich |SL,(R)[*>. W przypadku
pierscieni reszt modulo n daje to podobne wyniki jak wyzej (wczesniej byly glownie dla
cial).

Ogolnie jest to najlepsza cze$¢ doktoratu. wyniki sa oryginalne i ciekawe. Dowody
czasami z drobnymi mankamentami, ale tez poprawne.

Pozostaje zatem jeszcze dodatek, czyli rozdzial trzeci. Pierwsza cze$¢ nie powinna
sie tu znalez¢. Autor przytacza tu znany i prosty fakt o generowaniu grupy SLo(Z,).
Przytacza tu skomplikowany dowod, ktéry normalnie zajmuje dwie linijki. Jako wniosek
podaje oczywisty fakt, ktory uzywa sie w standardowym dowodzie.
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W drugiej czedci jest juz orginalny wynik, ktéry dotyczy postaci tych przeksztatcen
(niekoniecznie liniowych), ktore maja postac

(T(X))ij = fi; (X)),

i zachowujg rzad lub wyznacznik. Podane sa odpowiednie warunki na funkcje f;;. Dowody
sa ciekawe, cho¢ techniczne.

To koniczy opis merytorycznej zawartosci rozprawy. Teraz troche o czesci redakcyjnej.
Niestety praca jest bardzo Zle napisana. Co dziwi, biorg pod uwage, ze autor ma az
dwoje promotorow. Popelnione jest, jesli nie wszystkie to wiele, 'grzech6w’ redakcyjnych.
Ponizej wymienie czeS¢ z nich.

Po pierwsze praca przypomina bardziej prace przegladowa, zwlaszcza w pierwszym
rozdziale. Wedlug mnie nie tego sie oczekuje od rozprawy doktorskiej. Wydaje sie,
ze autor stara sie poda¢ dowody wszystkich faktow pojawiajacych sie w pracy. Mozna
tu znalez¢ dowody klasycznych twierdzen (niestety nieraz chyba z bledami). T w tym
brakuje jednak konsekwencji, bo w nielicznych miejscach sa odwotania do literatury.
Stwarza to wrazenie, ze te czesci dowodu sa dla autora za trudne. Przydataby sie wieksza
konsekwencja. Wedtug mnie podawanie dowoddéw znanych twierdzen (jesli te dowody nic
nie wnosza) jest niewskazane. Podrozdzial trzeci rozdzialu pierwszego oraz podrozdzial
pierwszy rozdziatu trzeciego nie wnosza nic wartosciowego do pracy i nalezatoby je usuna¢.

Autor nie ma wyczucia jaka cze$¢ dowodu powinna by¢ bardziej rozwinieta, a jaka
moze zostawi¢ czytelnikowi jako oczywisty. Z jednej strony pisze, ze widaé¢ od razu jakas
nieoczywistg rzecz, a z drugiej mozna spotka¢ na przyktad wyjasnienie: dla B = I mamy

(BAB™ Y = (TAI e = (TAD) e = (A) g

Naduzywa sie tu jezyka potocznego zapominajac o kwantyfikatorach. W wielu miejscach
prowadzi¢ to moze (prowadzi) do nieporozumieri, czy btedow. Czesto nie jest jasne jaki
kwantyfikator autor ma na mysli (badz kolejnosé kwantyfikatorow).

Stosuje sie rowniez obiekty lub skroty, ktore nie zostaty zdefiniowane. Zwykle czytelnik
jest w stanie po chwili domysli¢ sie o co chodzi z dalszej czesci tekstu, ale jest to bardzo
meczace. Zdarzaja sie dwa rozne (lub wiecej) oznaczenia (oba niezdefiniowane) na te
sama rzecz, jak rowniez to samo oznaczenie ne rozne rzeczy. Czasami rowniez zmienia sie
oznaczenia na przeciwne ('zeby utrudnié¢ czytelnikowi odbior’).

Dowodzi sie twierdzenia (bez podania rozsadnej przyczyny), przy pomocy lematow,
ktore pojawiaja sie dalej w tekécie. Czasami jest to wcze$niej zapowiedziane, czasami
nie ma zadnej wzmianki. To zmusza czytelnika do wiekszego wysitku, by skakal po catlej
pracy w poszukiwaniu czego$, czego jeszcze nie przeczytal.

Nie definiuje sie wielu poje¢ uzytych w pracy (pewnie autor w wiekszosci przypadkow
uwaza je za ogblne znane, ale nie wszystkie chyba dobrze rozumie), a z drugiej strony
definiuje sie takie, ktore ogolnie znane rzeczywiscie sg.

W tekécie mozna znalezé wiele literowek, czy bledéw gramatycznych. Przy tym zaawan-
sowaniu narzedzi korekcyjnych jest to co najmniej dziwne i moéwi sporo o zaangazowaniu
autora (jak i promotorow) w strone redakcyjna.

Ponizej zamieszczam bardziej szczegbétowe uwagi. Prawdopodobnie nie zauwazytem
wszystkiego. Wiekszosé literowek i btedy gramatyczne pomijam. Pomijam réwniez wszys-
tkie miejsca, ktore tatwo zidentyfikowaé z tego co napisalem powyzej.



Sa dwa rozne oznaczenia na cialo, w zaleznosci od rozdzialu. Nie jest to problem, ale
jaki jest powod by tak byto?

5.9 dowod b) ’to istnieja ... - jaka jest tu kolejnos¢ kwantyfikatorow. Dla jednej
oczywidcie jest spelnione, ale do dowodu potrzebna jest przeciwna, catkiem nieoczywista
(0 ile prawdziwa).

.9 przed dowodem c¢) 'Stad otrzymujemy ..." - ta czeS$¢ niejasna i wymaga bardziej
szczegutowego wyjasnienia.

s.10 koncowka "Zatem z Twierdzenia Pitagorasa’ - Tutaj raczej bezposrednio z ortogonal-
noéci wektorow. Do dowodu Twierdzenia Pitagorasa rowniez trzeba tego uzyé, wiec tak
jest uczciwie]j.

s.12 koncowka - nie ma definicji macierzy catkowicie nieujemnych.

.13 Srodek - nie ma definicji CBS. Mozna sie domysli¢ dalej, ze chodzi o nier6wno$c¢
znang bardziej jako nier6wno$é¢ Couch’ego-Schwartza lub nier6wno$é¢ Schwartza. Pana
oznaczenie jest jakie$ lokalne i powinno by¢ zdefiniowane.

s.14 gora - nie zawsze jest prawdziwa rownosé supp(o*) = supp(c). Dalej jest dobrze,
ale wynika to z innej wtasnosci.

s.14 pod koniec 'Kwantyfikator szczegétowy dotyczacy transpozycji w lemacie 2 nie
moze by¢ zastapiony przez kwantyfikator ogolny, co wynika z ponizszego przyktadu.’ - Ta
uwaga mato wnosi. Inaczej oznaczalo by réwnosé dla kazdej transpozycji.

s.22 nie ma definicji gotyckiego R. Rozumiem, ze chodzi o cze$¢ rzeczywista liczby
zespolonej zwykle oznaczana Re.

.23 érodek - wczesniej (i pozniej) przez o oznacza sie permutacje. Teraz wartosc
osobliwa. Bardzo mylace dla czytelnika.

.23 $rodek - w definicjach «y, B; jest co$ nie tak. Pewnie cos$ z numeracja indeksow.
Tak nie dziata, a przy przeciwnej chyba tak. Moze po przeredagowaniu.

5.39 - niezdefiniowane oznaczenie na moc zbioru. Tu uzyta kreska u gory w innym
miejscu dwie kreski po bokach.

s.42 "Zal6ézmy nie wprost, ze przeksztalcenie L jest osobliwe’” - tu dziwnie zredagowane.
Gdzie jest napisane, ze L jest nieosobliwe, ze zakladamy niewprost co$ przeciwnego.
Najpierw trzeba wyjasni¢, ze w tych zalozeniach tak jest.

s.43 - nie ma definicji porzadku. Dla porzadku nie mozna napisa¢ zwykle min po
zbiorze. Pewnie chodzilo panu tutaj o porzadek liniowy.

s.44 w srodku "Zalézmy, ze n-ty wiersz’. - Tu dla spokoju i lepszego odbioru czytelnika
przydato by sie napisaé¢ (bzo). Inaczej na chwile mozna pomysle¢, ze n-ty wiersz jest jakis
wyjatkowy.

s.45 poczatek - "Zauwazmy, ze ... . Przydato by sie bardziej szczegdtowe wyjasnienie.

5.47 érodek - 'Udowodnimy stabsza wersje lematu.”. Wydaje sie, ze jak ostabimy
zatozenia to wynik bedzie silniejszy.

5.48 lemat 6. - To jest nieprawdziwe. Prawdopodobnie zly kwantyfikator.

s.52 koniec ,(G)” = (GEU)“ = (EUG)” = (G)jj., - Nie pravvdziwe. Prawdopodobnie w
srodku powinno by¢ ;.

.53 Srodek - jak wyzej.

s.55 poczatek ’pierscieniem modulo’ - to prawdopodobnie oznacza skrot od pierscien
reszt modulo n, jak dalej jest poprawnie uzyte.

.69 Uwaga 8 - jaki ona ma cel? Przeciez mamy L(M,(FF)) C S, wiec to jest oczywiste.

s.70 poczatek - jaki jest kwantyfikator na B € GL,,(F)?
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.79 Definicja 14 - jaki kwantyfikator? Czy przestrzen jest tylko jedna, czy kazda tak
nazywamy?

.85 koniec - niema definicji f;7, czy tu moze brakuje kwantyfikatora?

.87 poczatek - co to jest B; nie bylo definicji.

.87 srodek - wezeéniej permutacje byly oznaczane maltymi literami a ¥ oznaczalo zbior
macierzy osobliwych?

.88 srodek - dla s = j, B, z tego lematu jest tym samym co A z poprzedniego. Dlaczego
tak zmiana nazewnictwa z A na B?

Konkluzja:

Uwazam, ze rozprawa doktorska broni sie pod wzgledem merytorycznym, gtéwnie za
sprawg rozdziatu drugiego. Autor ma odpowiednia wiedze w opisywanym temacie i potrafi
stosowac ja do rozwigzywania powstatych tam probleméw. Niestety duzym problemem
jest strona redakcyjna, ktora jest staba strong autora pracy. Jest to dos¢ istotna czesc
pracy naukowca i powinna by¢ uwzgledniona przy pisaniu rozprawy doktorskie;j.

Z tej to przyczyny nie moge z pelnym przekonaniem uznac, iz w obecnej formie przedsta-
wiona rozprawa spetnia warunki stawiane rozprawg doktorskim przez art. 13 Ustawy.
Dlatego tez wnosze, aby przed dopuszczeniem kandydata do dalszego toku przewodu
doktorskiego praca zostata przeredagowana zgodnie z powyzszymi uwagami.

Mariusz Grech



