dr hab. Andrzej Mréz, prof. UMK Torun, 13 wrze$nia 2022 roku
Wydziat Matematyki i Informatyki

Uniwersytetu Mikotaja Kopernika

w Toruniu

Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Mawunyo Kofi Darkey-Mensah pt.
Algorithms for Quadratic Forms over Global Function Fields

I. Tematyka i cele badan

Recenzowana rozprawa doktorska jest praca z obszaru obliczeniowej algebraicznej teorii liczb, czyli waz-
nego dzialu matematyki o ugruntowanej pozycji i licznych powiazaniach i zastosowaniach w obrgbie algebry
jak i catej matematyki. Autor bada formy kwadratowe nad globalnymi ciatami funkcyjnymi charakterystyki
réznej od 2. Przypomnijmy, ze globalne ciato funkcyjne K jest skoriczonym rozszerzeniem ciata F(x) funkcji
wymiernych nad ciatem skoficzonym [, lub réwnowaznie, K jest cialem utamkow pierscienia F, [z, y]/(F)
dla wielomianu (krzywej algebraicznej) F' € Fy[x,y]. Zasadniczym celem rozprawy jest konstrukcja zestawu
metod algorytmicznych stuzacych do testowania wtasnosci lub wyliczania niezmiennikéw form kwadratowych
nad K, m.in. weryfikacja izotropowosci, hiperbolicznosci i podobienistwa form oraz wyznaczanie indeksu
Witta i czgsci anizotropowej formy. Poszukiwanie metod obliczeniowych dotyczacych form kwadratowych
nad cialem ma dluga tradycje. Tym niemniej, gtéwny nurt badan koncentrowat si¢ w tej mierze gtéwnie
na formach nad ciatem liczb wymiernych Q czy szerzej, nad inna klasa ciat globalnych, tj., algebraicznych
ciat liczbowych. W przypadku ciat liczbowych szereg nowych wynikéw uzyskat w ostatnim czasie promotor
rozprawy, dr hab. Przemystaw Koprowski. Autor w rozprawie zajmuje si¢ uogélnieniem niektérych z tych
metod na formy nad globalnymi cialami funkcyjnymi. Jest to zatem ambitny plan wypelnienia pewnej luki,
gdyz wyglada na to, ze dla form nad ta klasa ciat uzyskano dotad stosunkowo niewiele wyczerpujacych, efek-
tywnych metod obliczeniowych.

Rozprawa podejmuje takze dwa inne istotne watki, blisko zwigzane z formami kwadratowymi, ktére sa
wazne 1 interesujace same w sobie. Pierwszym z tych watkéw jest zagadnienie algorytmicznej faktoryzacji
ideatéw catkowitych i utamkowych na czynniki pierwsze w globalnych ciatach funkcyjnych. Faktoryzacja
ta wykorzystywana jest migdzy innymi do wyznaczania idealéw pierwszych, ktore ,,dziela wspoéiczynniki”
rozwazanych form kwadratowych, czyli zadaja nietrywialna waluacje tychze wspétczynnikéw.

Drugi ze wspomnianych watkow porusza zagadnienia zwiazane z przedstawianiem elementu ciata w postaci
sumy kwadratéw, czyli problemem inspirujacym matematykéw od stuleci (zob. prace Lagrange’a, Gaussa,
Hilberta i in.). W rozprawie rozwaza si¢ wykorzystanie metod zwigzanych z formami kwadratowymi nad
globalnym ciatem funkcyjnym K oraz faktoryzacja ideatéw utamkowych w K do nastgpujacych probleméw:
wyznaczanie diugosci elementu a € K (czyli dlugosci najkrétszej prezentacji a w postaci sumy kwadratéw),
poziomu ciala (czyli dtugosci elementu —1), liczby Pitagorasa (czyli najmniejszej liczby P takiej, ze kazda
suma kwadratéw w K jest suma P kwadratéw) oraz elementu Pitagorasa (czyli elementu a € K dtugosci P).

Wszystkie wyzej naszkicowane problemy sa bardzo naturalne a jednoczesnie trudne. Cel badawczy jest
zatem ambitny, uzyskane rozwiazania moga stanowi¢ zauwazalny wklad w rozwdj algebraicznej teorii liczb,
zwlaszcza algebraicznej teorii form kwadratowych i badan globalnych ciat funkcyjnych.

II. Struktura i wyniki rozprawy

Praca sktada si¢ z szeSciu rozdzialéw. We wstgpnym rozdziale Autor wprowadza czytelnika w tematyke
rozprawy, przedstawia szerszy kontekst matematyczny i szkic historyczny dla rozwazanych probleméw oraz
streszcza jej gtéwne wyniki. Rozdziatl 2 ma charakter preliminariéw, czyli zawiera ustalenie oznaczen i zwigzle
przypomnienie niezbgdnych pojec i faktéw m.in. z teorii ciat i ich waluacji oraz form kwadratowych.

Prezentacja gléwnych rezultatéw rozpoczyna si¢ w Rozdziale 3. Rozdzial ten zawiera wyniki opublikowane
w artykule oznaczonym (4) (Darkey-Mensah, Koprowski, Fund. Inform. 170 (2019), 325-338). Autor prezen-
tuje trzy algorytmy (Algorytmy 1-3), ktére stanowia trzy kolejne etapy ogdlnego algorytmu (Algorytm 4)
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znajdowania rozktadu ideatu a w pierscieniu funkcji wielomianowych O = F,[X,Y]/(F) globalnego ciata
funkcyjnego K. Etapy te to kolejno: znajdowanie czynnikéw radykalnych, rozktad ideatu radykalnego na
czynniki r6znych stopni oraz faktoryzacja ideatu, ktérego wszystkie czynniki maja ten sam stopien. Mozna
spojrze¢ na te wyniki jako na pomystowe i niebanalne uogdlnienia znanych algorytméw bezkwadratowe;j
faktoryzacji wielomianéw (D. Musser), szukania najwigkszego wspdlnego dzielnika (ideatéw) i algorytmu
Cantora—Zassenhausa. Doceniam przygotowanie szeregu oryginalnych przyktadéw ilustrujacych dziatanie
poszczegblnych algorytméw. Warto podkresli¢, ze Algorytm 1 w pracy (4) jest zaprezentowany w nieco og6l-
niejszej formie niz w rozprawie, mianowicie, jest on w (4) zdefiniowany dla ideatéw w dowolnej dziedzinie
Dedekinda z obliczalng arytmetyka ideatéw. Rozumiem, ze w rozprawie Autor chcial uwspdlni¢ kontekst
7 reszta wynikow.

Wedlug narracji Autora, przedstawiona metoda rézni si¢ od wigkszosci dotychczas znanych algorytméw
faktoryzacji idealéow w K pewnymi niuansami obliczeniowymi, m.in. nie wymaga wczesniejszego wyznacza-
nia ordynku maksymalnego. Autor nie rozwija jednak zbytnio tego watku, tzn. nie dyskutuje réznic miedzy
swoja metoda a znanymi algorytmami. Wyniki Rozdzialu 3 maja w pewnym sensie charakter pomocniczy dla
rezultatéw prezentowanych w kolejnych rozdziatach, gdyz jak wspomnialem wyzej, umiejetnos$¢ faktoryzacji
ideatéw utamkowych w K jest kluczowa dla znajdowania odpowiednich waluacji dla wspétczynnikow form
kwadratowych nad K. Zauwazmy jednak, ze wszystkie algorytmy w Rozdziale 3 dotycza idealéw catkowitych
(4., ideatow w O ). O sposobie rozszerzenia algorytméw na ideaty utamkowe w K méwi jedynie lakoniczna
Uwaga 3.3.5 (patrz tez zalacznik ,,Usterki” [5.20.).

W Rozdziatach 4 i 5 zaprezentowane sa algorytmy dotyczace (niezdegenerowanych) form kwadratowych
nad globalnymi ciatami funkcyjnymi K charakterystyki r6znej od 2. W Rozdziale 4 Autor przedstawia sze-
reg algorytméw shuzacych do testowania podstawowych wiasnosci form kwadratowych oraz wyznaczania ich
waznych niezmiennikéw. Algorytmy 5-7 (odp. Algorytmy 8-9) dostarczaja metodg testowania izotropowosci
(odp. hiperbolicznosci) formy. Algorytmy 101 11 stuza do wyznaczania wymiaru anizotropowego formy i tym
samym, indeksu Witta. Algorytmy te sa oryginalnymi uogdlnieniami analogicznych algorytméw opracowa-
nych dla form nad ciatami liczbowymi w pracy [21] (Koprowski, Czogata, J. Symb. Comput. 89 (2018),
129-145). I podobnie jak w [21], algorytmy oparte sa na Zasadzie Lokalno-Globalnej Hasse-Minkowskiego,
tzn., rozwigzuje si¢ problem lokalnie (nad ciatami lokalnymi K) aby otrzymac rozwiazanie globalne (nad
K). W tym podejSciu istotna jest umiejetnoS¢ ograniczenia si¢ do skoniczonej liczby rozwiazan lokalnych.
Pomocne w tym sa metody faktoryzacji idealéw wypracowane w poprzednim rozdziale. Algorytmy 5-11
oraz towarzyszace im fakty oraz nowe, nietrywialne przyktady stanowia do$¢ istotnie rozwinigta i uporzad-
kowana wersje wynikdw opublikowanych w artykule (1) (Darkey-Mensah, ACM Commun. Comput. Algebra
55 (2021), 68-72). Ostatnie dwa algorytmy (nr 12 i 13) w Rozdziale 4 stuzg do testowania podobieristwa form
w sensie Witta i Ono, odpowiednio. Sg one stosunkowo prostymi (ale nie zupelnie trywialnymi) konsekwencja-
mi definicji. Wraz z przedstawionymi przyktadami zastosowania stanowia wartosciowe uzupetnienie zestawu
metod algorytmicznych dla rozwazanych form kwadratowych. Algorytmy te zdaje si¢ nie byty publikowane.

W Rozdziale 5 przedstawiona jest metoda wyznaczania czg¢Sci anizotropowej formy kwadratowej nad glo-
balnym cialem funkcyjnym. Zauwazmy, ze jest to problem znacznie trudniejszy niz wyznaczanie samego
wymiaru anizotropowego rozwazane w poprzednim rozdziale. Zdaje si¢, ze w og6lnosci (nad dowolnym
ciatem) jest to problem nieobliczalny. Przypomnijmy, zZe z ogélnej teorii form nad ciatami lokalnymi wynika, ze
(niezdegenerowana) forma nad globalnym ciatem funkcyjnym wymiaru co najmniej 5 jest izotropowa. Zatem
czg$¢ anizotropowa g, formy ¢ ma wymiar zawsze ograniczony przez 4. W rozprawie rozwazane sg oddziel-
nie przypadki poszczegdlnych wymiaréw anizotropowych 1, 2, 3, 1 4. Przypadki wymiaréw 3 i 4 sa poprzez
sprytne redukcje (zob. Obserwacja 5.1.1, Stwierdzenie 5.2.1 i Algorytm 14) sprowadzone do problemu wyz-
naczania czgs$ci anizotropowej wymiaru 2, dla ktérej problem jest rozwiazywany bezpoSrednio (Algorytm 15).
Ten ostatni, najbardziej zaawansowany koncepcyjnie i obliczeniowo algorytm polega m.in. na rozwigzywaniu
uktadu réwnan liniowych nad Fy o wspétczynnikach wyznaczonych przez odpowiednie niezmienniki Has-
sego i p-adyczne symbole Hilberta na bazie grupy elementéw 3(q)-singularnych. Cato$¢ rozwiazania, czyli
wyznaczenie czeSci anizotropowej dowolnego wymiaru < 4 jest przedstawiona w dwoéch réznych algoryt-
mach: Algorytm 16 (sekwencyjny) oraz Algorytm 17 (rekurencyjny, metoda ,,dziel i zwycigzaj”). Algorytmy
realizuja wyzej wspomniang redukcje wraz z pewnymi subtelnymi optymalizacjami. Autor przedstawia tez
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nietrywialne przyktady dziatania algorytméw. Przygotowanie tych przyktadéw niewatpliwie wymagato duzego
wysitku i bieglosci w postugiwaniu si¢ narzgdziami informatycznymi. Wyniki tego rozdziatu, czyli wymienione
algorytmy oraz niebanalne wyniki teoretyczne na ktérych sa oparte (m.in. wspomniane Stwierdzenie 5.2.1
o redukcji wymiaru oraz Twierdzenie 5.3.2 o pewnych wlasnosciach punktéw ciata zwigzanych z forma ¢
o dim,(gq) = 2) uwazam za najwazniejsze i najciekawsze rezultaty rozprawy. Wyniki te zostaty opublikowane
w artykule oznaczonym (3) (Darkey-Mensah, Koprowski, Rothkegel, ISSAC °21, 115-122 (2021)).

W ostatnim, széstym rozdziale Autor przedstawia metody algorytmiczne do wyznaczania kilku waznych
niezmiennikow cial, dostosowane do przypadku globalnych ciat funkcyjnych. Sa to wspomniane w sekcji pier-
wszej recenzji niezmienniki zwigzane z prezentacja elementu ciata w postaci sumy kwadratéw. Zaproponowane
metody ich wyznaczania stanowia bardzo ciekawe i niebanalne zastosowanie wynikéw z poprzednich roz-
dzialéw, zaréwno algorytmicznych jak i teoretycznych (m.in. redukcja problemu do weryfikacji izotropowosci
pewnej formy kwadratowej nad danym ciatem globalnym). Algorytmy 18 i 19 dostarczaja metody wyznacza-
nia dlugosci danego elementu jako sumy kwadratéw dla ciata lokalnego i globalnego, odpowiednio. W tym
wypadku, podobnie jak w Rozdziale 4, zaproponowana metoda wykorzystuje odpowiedni wariant Zasady
Lokalno-Globalnej. Kolejne trzy algorytmy (o numerach 20, 21 i 22) stuza do wyznaczania poziomu ciata,
liczby Pitagorasa i elementu Pitagorasa w danym ciele. Ten ostatni stanowi kolejne nietrywialne zastosowanie
metod faktoryzacji idealéw z Rozdzialu 3. Algorytmom towarzysza niezbgdne fakty teoretyczne, dowody
poprawnoSci oraz przyktady wykorzystania dla konkretnych globalnych ciat funkcyjnych. Wyniki tego rozdzia-
tu zostaty opublikowane w artykule oznaczonym (2) (Darkey-Mensah, Rothkegel, Fund. Inform. 184 (2021),
297-306) oraz we wczesniej wspomnianym artykule (1). Warto odnotowac, ze artykut (2) zawiera tez inne
warto§ciowe rezultaty, ktore nie zostaly ujete w rozprawie, m.in. Algorytm 3 stuzacy do wyznaczania dtugosci
elementu dla ciat liczbowych, ktdry nie jest prostym analogiem Algorytmu 19 z rozprawy, lecz stosuje nieco
inne metody.

I11. Prezentacja wynikow (strona formalna i redakcyjna rozprawy)

Zaczynajac od pozytywnych aspektow prezentacji nalezy podkresli¢, ze struktura rozprawy, kolejnosé
i zakres zagadnien sa bardzo dobrze przemys$lane. Jak sygnalizowalem wyzej, Autor sposréd uzyskanych
w trakcie studiéw doktoranckich wynikéw wybrat (albo odpowiednio przeformutowal) tylko te, ktére doty-
cza globalnych ciat funkcyjnych i ktére sa ze soba SciSle powiazane. Dzigki temu rozprawa sprawia wraze-
nie spojnej, mozliwie kompletnej opowiesci, nie zawierajacej przypadkowych tresci. Zauwazalny jest tez
wysitek wlozony w rozwinigcie i uzupetnienie wynikéw opublikowanych w artykutach: niektére algorytmy
zostaly podzielone na czgsci, Autor dodal w rozprawie kilka nowych faktéw, a przede wszystkim zaprezen-
towal liczne nowe, ciekawe i wartoSciowe przyktady. Ponadto, rozprawa jest przygotowana poprawnie pod
wzgledem technicznym. Przedstawione przyklady, tabele, formuly matematyczne sa czytelne. Algorytmy
wystepujace w pracy réwniez sa poprawnie zaprezentowane, opatrzone niezbgdna specyfikacja wejscia/wyjscia
oraz wyraZnie oznaczonym uzasadnieniem poprawnoS$ci. Tytuty sekcji i podsekcji, ich kolejnosé, czcionki, oz-
naczenia, numeracja, odno$niki do faktéw, sekcji i literatury sa poprawne, z doktadnoscia do kilku drobnych
usterek. Pomocne w lekturze sg estetycznie przygotowane: spis tresci, spis algorytméw i indeks symboli.
Rozprawe koficzy spis literatury liczacy 37 pozycji, ktére sa odpowiednio dobrane i wykorzystane.

Niestety w czasie doktadniejszej lektury praca bardzo mocno traci. Znalaztem w rozprawie liczne usterki
niemal kazdego mozliwego rodzaju: btedy jezykowe, bledy w oznaczeniach, formutach matematycznych, al-
gorytmach, brak dbatosci o zatozenia, btgdne/nieckompletne argumenty w dowodach oraz wiele niejasnosci,
niezdefiniowanych lub niekonsekwentnie stosowanych oznaczen, korzystanie z nietrywialnych faktéw bez ich
przypomnienia ani odpowiedniego cytowania itp. Obszerna list¢ przyktadowych usterek i btedéw zataczam do
recenzji. Czg$¢ bledéw (m.in. usterki w algorytmach!) jest powielona z opublikowanych artykutéw. Szkoda, ze
Autor nie wykorzystal okazji by w doktoracie skorygowac te usterki, redakcje niektérych czgsci ograniczyt je-
dynie do skopiowania fragmentéw artykutéw. Zrozumienie dowodéw i ocena poprawnosci wynikéw wymaga
od czytelnika bardzo duzego wysitku z powodu licznych niejasnosci, duzych przeskokéw myslowych i ko-
niecznosci samodzielnej korekty btedéw. Szczegdlnie razi pominigcie lub bardzo zdawkowe potraktowanie
dowodéw wtasnosci stopu, ktéra w przypadku niektérych algorytméw jest wysoce nietrywialna (zob. punkt [6]
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listy usterek). Liczne niejasnosci i brak starannosci dziwi i rozczarowuje biorac pod uwage, ze prace matema-
tyczng (a zwlaszcza prace z matematyki cbliczeniowej!) powinna cechowaé precyzja.

Mimo powyzszej krytyki pragne podkreslié, iz zdecydowana wiekszoéé gtéwnych wynikéw wydaje sie by¢
poprawna, mime uzytych blednych lub niekompletnych argumentéw. Wydaje sig, ze wigkszoéé tych btedéw
da sie stosunkowo tatwo poprawié (w zataczonej liscie w niektérych przypadkach podaje wskazéwki).

IV. Ocena

Jak staratem si¢ wykazaé w pierwszych dwdch sekcjach recenzji, Autor w rozprawie zaprezentowal nieba-
nalne i oryginalne rozwiazania naturalnych, waznych i trudnych probleméw algebraicznej teorii liczb. Rozpra-
wa zawiera bardzo solidny zestaw narzedzi algorytmicznych wspartych niezbednymi wynikami teoretycznymi,
ktére (by¢ moze po dokonaniu niezbednych korekt) moga zostaé wykorzystane w dalszych badaniach w teorii
form kwadratowych i globalnych ciat funkcyjnych. Rezultaty te moga zostaé zauwazone i docenione przez
badaczy na §wiecie. Wyniki zaprezentowane w rozprawie zostalty opublikowane w czterech artykutach w mie-
dzynarodowych czasopismach matematyczno-informatycznych. Jeden artykut jest monoautorski, pozostate
powstaty przy wspélautorstwie promotora i/lub promotor pomocniczej dr Beaty Rothkegel. Na podkre§lenie
zastuguje fakt, iz jeden z artykuléw zostat opublikowany w wydawnictwie prestizowej konferencji Proceedings
of the 2021 on International Symposium on Symbolic and Algebraic Computation (ISSAC "21).

Wyniki recenzowanej rozprawy dowodza ogdlnego opanowania przez mgr. Darkey-Mensah metodologii
pracy badawcze] i umiejetnodci samodzielnego prowadzenia pracy naukowej. Doéé duze zréznicowanie uzy-
tych technik (metody teorii ciat i pierécieni, ceometrii algebraicznej, algebry liniowej, metody algorytmiczne)
1 stopieri skomplikowania dowodéw swiadcza o sporej ogdlnej wiedzy matematycznej, dobrym zrozumieniu
problematyki i pomystowosci Autora. Nietrywialne przyktady wyliczone przy uzyciu oryginalnych implemen-
tacji algorytméw dowodza biegtosci w postugiwaniu sie narzedziami informatycznymi i dobrego zrozumienia
algorytmicznych aspektéw teorii. Niestety liczne bledy i usterki prezentacji rozczarowuja i mocno obnizaja
oceng catodci, ale w mojej opinii nie dyskwalifikuja wartosci naukowej przedstawionych rezultatéw.

Reasumujac, uwazam, ze rozprawa mer. Darkey-Mensah nie do kotica spetnia ZWyCzajowe wymagania
stawiane rozprawom doktorskim z matematyki (odnosnie starannosei i precyzji prezentacji). Tym niemniej,
rozprawa spelnia wymagania ustawowe, m.in., stanowi oryginalne rozwigzanie problemu naukowego w rozu-
mieniu Art. 187 Ustawy z dnia 20 lipca 2018 1. ,Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce”. W mojej ocenie
rozprawa moze byc zatem podstawg do nadania jej Autorowi stopnia doktora nauk $cistych i przyrodniczych
w dyscyplinie matematyka. W zwiazku z tym przedktadam wniosek o przyjecie rozprawy i dopuszczenie
mgr. Mawunyo Kofi Darkey-Mensah do dalszych etapdw postgpowania w sprawie nadania stepnia doktora.

YV

Andrzej Mréz
Torun, 13 wrzeénia 2022

Do recenzji dotaczony jest spis przyktadowych usterek i btedéw znalezionych w rozprawie.
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Zalacznik do recenzji rozprawy doktorskiej mgr. Mawunyo Kofi Darkey-Mensah

Usterki w rozprawie

Ponizej wymieniam przyktadowe usterki znalezione w tekscie rozprawy. PodkreSlenia w cytowanych frag-
mentach pochodza ode mnie.

1. Bledy jezykowe (gléwnie gramatyczne) i literéwki — przyktady: s. iii, 1. 14: ,,argumenty” — ,algo-
rytmy”; s. 2, 1. -1: ,Newer algorithms described in [14] avoids”; s. 3, . 8: ,,Mainly, Section 2.1 present”;
s. 3,1. 10: ,,We cover [...], and presented [...]” (niekonsekwentne uzycie czasow, patrz tez ,,present” vs
,presented” w 1l. 26-27); s. 3, 1. -10: ,,Algorithms 12 and 13 checks”; s. 8, 1. -8: ,,which seat above”
(powinno by¢ ,sit” lub ,,are seated”?); s. 8, 1. -5: ,,Each of the prime ideals [...] determine” (l. po-
jedyncza, nie mnoga), podobnie s. 9, 1. 5-6: ,every valuation [...] extend”; s. 10, . 8: ,,it’s residue
class field is finite”; s. 13, 1l. 5-6: ,two different basis”; s. 15, 1. 18: ,,non-degenrate”; s. 21, 1. 18
is. 37,1 -9: ,field of fraction of the function field” (powinno by¢ chyba ,.field of fractions of the
ring of polynomial functions™); s. 22, 1. -8: ,Let a is”; s. 29, 1. 8: ,, Example 3.1” — ,,Example 3.1.4”;
s. 22, 1. 3: ,the symbol [...] not only represent”; s. 8, 1. 16: ,,ring of polynomials functions”; s. 11, L. 8:
,,of the diagonalization of M,”, — ,,of the diagonal of M,”; s. 36, 1. 2: ,,Theoerem”; s. 38, I. 7: ,,local
forms [...] maps”;s. 42,1. 5: ,later” — ,latter”.

2. Bledy w oznaczeniach i formutach matematycznych:
2.1. s.6,1.10:: ,,Since I, is a cyclic group” — powinno by¢ ]Fq (z kropka);
2.2. s.7,1. 1:: waluacja v ma dziedzing K=K \ {0}, ale w 1. 3 rozwaza si¢ jej warto$¢ na 0; dalej, nie
jest jasne jaka jest w 1. 6 wartos¢ bezwzgledna |0|,,, doktadniej, co oznacza £°°?
2.3. 5.7,1.20: ozn. ,,K(m)” — powinno by¢ chyba ,,K (v)”;

2.4.5.8,1.6: ,,cisin K” —powinno by¢ ,,cisin F;”?

2.5. 5.8, 1.9: czym jest F,[x]? Wielomiany o wszystkich wspétczynnikach niezerowych? Chyba
chodzito o F[z] (bez kropki);

2.6. s.12,1.19: zapis X M, X" vs zapis X' - M, - X nas. 11, 1. 3 (wektory wierszowe vs kolumnowe);
2.7. s.21,1.10: ,fractional ideals of Ok — powinno by¢ ,,of K”;

2.8. 5.30, 1. -3: jest (w0 ¢)(b%) = 0, powinno by¢ (m; 0 ¢)(b°) = 0;

2.9. s.31, 1. -5: sprawdzany jest warunek ! = 1 mimo, ze stopien ho; jest 2, zatem powinno si¢ chyba

testowaé 5> (120 = 112 — 1). Jezeli mam racjg, to reszte rachunkéw w Przyktadzie 3.3.3 tez
trzeba zweryfikowaé. M.in. na s. 32, 11. 12: moc O /b i Ok /c powinna by¢ 121, nie 11;

2.10. s. 33, 1. 6: jest ,to factor I”’, powinno by¢ ,.to factor a”;
2.11. s. 33, 1. 17: niespodziewanie ,,*” jako oznaczenie mnozenia;
2.12. s.33,1.25: jestpy - pa - p3 - p3, powinno byé py - po - p3 - pi;
2.13. s.38,1.4: qo i q1 sa zdefiniowane tak samo, jako ¢ ® K}, — pomytka lub niezrozumiata konwencja;
2.14. s.43,1. -1: jest,,q1 = ¢4 L m-H and g2 = ¢4 L n- H”, powinno by¢ ,,¢) = ¢1 L m - H and
¢ =gqs Ln-H"
2.15. s5.45,1. 4: jest mod K / K2, powinno by¢ mod K?; takze niepoprawnie wyciagniety skalar przed
wyznacznik;
2.16. ss. 53-54, Przykiad 5.4.2: punktéw w przywotywanym Przyktadzie 4.1.1 byto 10, zatem s = 10
i macierz A powinna mie¢ rozmiar 10 x 13, nie 13 x 13 (por. Algorytm 15).
3. Bledy w algorytmach:
3.1. Algorytm 1, wiersz 10: g; nie jest zdefiniowany (zob. instrukcje w wierszach 8-9), zatem powinno
sig¢ zwr6cié gy, . . ., g;—1 zamiast gy, . .., ¢;, a takze zadba¢ o przypadek skrajny ¢ = 1;
3.2. Algorytm 2, wiersz 8: podobnie j.w., powinno by¢ return b, ..., hr_1;
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Algorytm 3, wiersze 9-10: formalnie procedura ma jeszcze drugi argument, stopieni; nalezatoby
zatem dotaczy¢ tutaj do wywotania drugi parametr d. Podobnie w Algorytmie 4, wiersz 8;

Algorytm 7, w. 8: czy faktycznie lista 3 ma mie¢ n = dim(q) elementéw? Por. tez Alg. 9;
Algorytm 13, w. 3-4: det(q) € K /K? wigc zapis ,,(—) - g2” jest niejednoznaczny;
Algorytm 14: czym jest p w wierszu 2? Czy jest to odpowiednio (jak?) wybrany element ‘B, czy

raczej nalezy rozwazy¢ wszystkie? Bez tego wyjasnienia algorytm jest niezrozumialy, podobnie
jak stojace za jego poprawnoscia Stw. 5.2.1;

Algorytm 15: w wierszu 13 dodaje si¢ nowy p do ‘B(q) a za chwile w kolejnej iteracji oblicza sig
na nowo ‘PB(q) w w. 3; wydaje sig, ze pierwsza czg$¢ w. 3 powinna by¢ przesunigta przed petle;

Algorytm 16: Algorytm zawsze zwraca form¢ wymiaru < 2. Wydaje si¢, ze poprawna klauzula

9,

w wierszu 8 powina brzmie¢ ,,return g, | AnisotropicDim2(q, K)”;

Algorytm 17: ,Input: An anisotropic quadratic form ¢ [...]” ,,Output: The anisotropic part g, of q”.

4. Brak dbatosci o zalozenia:

4.1.

4.2.

4.3.

44.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

We wstepie (s. 1) Autor informuje, ze w pracy rozwaza ciata charakterystyki réznej od 2. Tym
niemniej, na poczatku Rozdziatu 2 (s. 5, 1. -14:), gdy ustalana jest liczba pierwsza p i ciato [, dla
q = p", nie ma mowy o tym, by p byla r6zna od 2. Czytelnik domyS$lnie przyjmuje zatem, ze
poczatkowe fragmenty preliminariéw sa pisane dla dowolnej charakterystyki. Jednak juz na s. 6
okazuje si¢ (jesli uwaznie si¢ wezytamy w tekst), ze jednak p # 2, np. s. 6, 1. 10: ,,Since [y is a
cyclic group of even order g—1” czy parzyste przypadki wykluczone w Lemacie 2.1.2 i Twierdzeniu
2.1.3;

s.7,11. 12-18: Rozwazana jest dowolna waluacja v (bez zatozenia o tym zZe jest znormalizowana czy
dyskretna!), ale w 1. 17 jest mowa o uniformizatorze 7, za$ definicja idealu m, korzysta z dyskret-
nosci (v(a) > 1 zamiast v(a) > 0). Podobnie na s. 8 (Remark 2.1.5) — wymienione sa tylko
waluacje dyskretne, bez jawnego wskazania, ze tylko dyskretne sa rozwazane/istotne. Podobnie na
s. 10, 1. 1: czy nie powinno si¢ zatozy¢, ze waluacja v jest dyskretna jak sugeruje nazwa ,,complete
discretely valuated field”?

s. 10, 1. -10: w pierwszym akapicie podrozdziatu 2.2 jest globalne zatozenie: ,,the field K will be
a global function field of characteristic # 2”. Dalej jest niestety brak konsekwencji: w Stw. 2.2.1
litera K oznacza juz dowolne ciato char # 2, czyli zmienna K zostata ,,uwolniona”. Nie jest to
niczym zdroznym, jednakze za chwilg w Tw. 2.2.3, 2.2.7, 2.2.8, 2.2.12, 2.2.14 nie ma w ogéle
zatozenia o ciele (chociaz w wigkszosci z nich tez char # 2 jest wazna), za§ we Wniosku 2.2.9
mamy sformutowanie ,,over a given field K sugerujace, ze nadal zmienna K jest ,,uwolniona”
i dodatkowo charakterystyka nie jest istotna (a jest, bo nizej jest komentarz ze ten wniosek wynika
z Tw. 2.2.8);

s. 14: w Def. 2.2.7 zaklada si¢, ze forma q jest niezdegenerowana (wtasciwie nie wiadomo dlaczego,
nie jest to potrzebne), ale chwilg péZniej w Tw. 2.2.6 brak juz tego zalozenia;

s. 15, 1. -8: stwierdzenie ,,an isotropic quadratic form is universal” nie jest prawdziwe (weZmy np.
forme zerowa) — trzeba jeszcze zatozy¢ niezdegenerowanos¢;

s. 20, 1. -15 (Tw. 2.2.26): symbol Hilberta jest definiowany w pracy dla ciat lokalnych (Def. 2.2.12),
a tu w twierdzeniu wykorzystywany dla dowolnego ciata (?);

s. 22, 11. 10-14: w tym samym akapicie najpierw jest mowa o wielomianach nad dowolnym ciatem
K (zob. zapis ¢ € K) oraz o pierscieniu O (w domysle tu K oznacza globalne cialo funkcyjne
char # 2). Oczywiscie nie jest szczegdlnym naduzyciem uzywanie tej samej litery do oznaczenia
dwéch réznych obiektéw, ale nalezy zmiang wyraZznie zasygnalizowa¢. Podobna sytuacja wys-
tepuje w akapicie s. 23, 1. 9-11;

s. 47, 1. 8: czes$¢ anizotropowa g, formy ¢ zdefiniowana jest w pracy tylko dla form niezdege-
nerowanych ¢ (patrz tez Tw. 2.2.12); natomiast w Algorytmach 14, 15, 16, 17 to zalozenie jest
pominigte;
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Rozdziat 5: niemal kazdy algorytm w tym rozdziale ma inne zalozenia odnos$nie ciata chociaz
wszystkie sg oparte o te same pojecia i fakty.

5. Niejasnosci i brak precyzji:

5.1.

5.2.

5.3.

54.

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

5.10.

5.11.

s. 6,1.-2:: , The absolute value defined on a global function field K is ultrametric in the sense that,”
— nie jest jasne czy to jest definicja (wtedy lepiej bytoby napisaé ,,is called ultrametric if”) czy
stwierdzenie (,,every absolute value defined on a global function field K is ultrametric in the sense
that,”); uzycie rodzajnika okreslonego na poczatku zdania dodatkowo utrudnia zrozumienie;

s. 7, 1. -5: ,,All the places of a global function field come from places of the underlying ratio-
nal function field” — bardzo niejasne zdanie. Ani tu ani chyba nigdzie dalej nie jest wyjasnione
w jaki konkretnie sposéb punkty w ciele K ,,come from” punktéw w ciele k = F,(z), a zwlaszcza
brakuje doktadnego stwierdzenia, czy/kiedy/dlaczego punkt w k indukuje doktadnie jeden punkt
w K. Wiedza o tym jest niejawnie wykorzystywana dalej wielokrotnie;

s. 8,11.7,10: ,,is a p-adic valuation”, ,,is an infinite valuation” — podobnie jak w[5.1] - to sa definicje
czy stwierdzenia? Chyba jednak definicje, w takim wypadku lepiej pisac ,,is called” zamiast ,,is”;

s. 8, 1. -10,-9,-8: : cytowane [1, Corollary 9.4] dotyczy jedynie ideatéw w dziedzinach Dedekinda,
natomiast w formule (2.1) mamy rozktad ideatu utamkowego w K. Przydatoby si¢ tu przytoczyé
bardziej precyzyjne cytowanie lub 1-2 zdania uzasadnienia jak istnienie i jednoznacznos¢ takiego
rozktadu wynika z [1, Corollary 9.4]. Zwlaszcza, ze stosowane sa bardzo niejasne konwencje:
podwdjne (?) indeksowanie p|p w (2.1), i sformutowania: ,,seat above underlying (ideals generated
by) monic irreducible polynomials p*;

s. 8, 1. -1: ,,Thus every prime ideal in O corresponds to a place of K — kolejna kluczowa dla
rozprawy obserwacja podana jest w spos6b dalece nieprecyzyjny/niekompletny: czy ta odpowied-
nio$¢ jest roznowarto$ciowa? Jesli tak to dlaczego? Zauwazmy, ze dalej Autor utozsamia ideaty
pierwsze p z punktami w K piszac np. p € Qg (jak mozna zgadywaé, jest to skrét zapisu
[p] € Qk), zatem korzysta istotnie z réznowartosciowosci tej odpowiednio$ci. Podobnie jest na
s.9,11. 6,8: S jest ,set of extensions of the "infinite valuation"” (a nie ,,set of places of extensions
of the "infinite valuation"”) wigc zapis w formule nizej p € Qg \ S (formalnie niepoprawny) ma
jako taki sens tylko gdy r6zne rozszerzenia nieskoficzonej waluacji daja rézne punkty w K;

s. 11, 1. 16: czym jest V'? Dziedzing formy q jest przestrzein K™ (formuta (2.4)), nigdzie wczesniej
nie ma mowy o dowolnej przestrzeni V. Skutkiem tej niefrasobliwo$ci w konwencji jest niejasno$¢
zwiazku q z B w 1. -6 oraz niezrozumiate definicje ,,quadratic space” w 1. -5, Def. 2.2.21 2.2.4;

s. 13, 11. 17-18: ,,The isometry class of the 2-dimensional quadratic form [...] called the hyperbolic
plane, denoted as H” — H jest zdefiniowana jako klasa izometrii wigc sformutowanie ,,isometric
to the hyperbolic plane” w 1. 21 nie ma sensu (powinno by¢ ,,belonging to the hyperbolic plane”™).
Z tych samych powodéw zapisy ,,g1 L m - H” (ll. -8, -4) sa formalnie niepoprawne. W wielu
miejscach dalej réwniez H jest traktowana jako pojedyncza forma, a nie klasa;

Definicja 2.2.6 jest przez pomytke/niestarannos¢ trywialna: skoro ¢ i ¢o maja mie¢ ten sam wymiar
n, to korzystajac z ,,Witt’s cancelation property” mozna pokazaé, ze relacje Witt-podobieristwa
i izometrii niczym si¢ nie r6znia. Ponadto, znak n uzywany jest w dwdch rolach (jako wymiar form
q1 1 g2 oraz jako krotno$¢ H w 1. -8);

s. 16, 1. -8: ,,By Theorem 2.2.14, we have [...]” — tu nie trzeba Tw. 2.2.14, to wynika z zatozenia,
ze to sg dwa rozne rozktady tej samej formy ¢;

s. 16, 1. -2: niezdefiniowane oznaczenie u. Czytelnik moze zgadywaé, ze chodzi o warstwe u
w K(p) = Ry, /my, (por. Tw. 2.2.16(1)) lub w K, /K2 (por. Stw. 2.1.10). W obu przypadkach
jednak zapis u ¢ Kg formalnie nie ma sensu. To niezdefiniowane oznaczenie u wystgpuje takze
w Tw. 2.2.16;

s. 16, 1. -2: , Then there is a unique 4-dimensional anisotropic form [...]” — w jakim sensie ta
forma jest ,,unique”? Przeciez jej ksztalt zalezy co najmniej od wyboréw u oraz m, nie méwiac
o kolejnosci wspdiczynnikéw i innych izometriach;




5.12.
5.13.

5.14.
5.15.

5.16.

5.17.

5.18.

5.19.

5.20.

5.21.

5.22.

5.23.
5.24.

5.25.

A. Mroz/ Usterki w rozprawie doktorskiej M.K. Darkey-Mensah

s. 17,1. 6: niezdefiniowane/niezrozumiate oznaczenie ,,(7)g2”, tez na s. 36, 1. -5 i dalej;

s. 17, sformutowania Tw. 2.2.17, 2.2.18 i Wn. 2.2.19: niejasny zapis/konwencja ,.p € Q”, nie
tylko z powodéw wymienionych w[5.5] powyzej. Mianowicie, zbi6r punktéw Qi zawiera nie tylko
waluacje p-adyczne v, dla ideatéw pierwszych p C O, ale takze punkty pochodzace od rozszerzen
nieskonczonej waluacji v, (patrz Uwaga 2.1.7). Co zatem doktadnie oznacza zapis ,,p € Qx”?
Czy chodzi tylko o waluacje p-adyczne jak sugerowatby wybér znaku p? Czy uwzglednione sa tez
rozszerzenia V., jak sugerowatoby sformutowanie ,,for all places”? Podobne nie do korica jasne
konwencje zwiazane z () powtarzaja si¢ wielokrotnie tez w dalszych czg$ciach pracy;

s. 18, 11. 23-24: niezdefiniowana notacja K, pX2 (czy chodzi o Kg M.

s. 20, 11. 6-7: zdanie ,,It depends only on the isometry class of the form ¢, and not on the choice of a
diagonalization” nie ma za bardzo sensu skoro niezmiennik Hassego zdefiniowany jest w Def. 2.2.13
wylacznie dla form diagonalnych;

s. 20, 1. -8: niezdefiniowane oznaczenie s(q) (mamy tylko s,(q) dla K}, w Def. 2.2.13, dla dowol-
nego ciala lokalnego nie zostato to zdefiniowane);

s. 21, 1. 15: definicja zbioru C = {P | F(P) = 0} — jakie jest uniwersum tego zbioru, tj. czego
elementami sa punkty P? Przestrzeni Fg =, x F, czy moze EQ (por. s. 27,1. 10)?

s. 24, Lemat 3.1.3: wyglada na to, ze wbrew sformutowaniu ,,Keep the notation as in Algorithm
1” obiekty oznaczone w lemacie jako g, ..., g, nie sg ideatami konstruowanymi w algorytmie
(wiersz 8), ale oznaczaja one faktyczne poszukiwane faktory radykalne ideatu a. A na etapie lematu
jeszcze nie wiemy czy to to samo! Jest to subtelna ale istotna réznica, a wychwycic ja mozna tylko
uwaznie wglebiajac si¢ w dowdd lematu, bo samo sformutowanie jest mylace. Przyktadowo, zdanie
w dowodzie ,,The assertion is trivially true for ag and b;” ma racje bytu tylko gdy g; oznaczaja
faktyczne faktory. Podobna sytuacja ma miejsce w dowodzie poprawnosci Algorytmu 2 (faktory
Bi);

s. 31, II. -7 - -3:: w 1. -7 w formule definiujacej b znajduje si¢ przecinek, po ktérym zaczyna
si¢ nowy wielomian — nie jest jasne czy to literéwka czy jaka$ wcze$niej nie opisana konwencja.
Podobnie jest w 1. -3 (zapis ¢ + 7, x + 7);

s. 33, Uwaga 3.3.5: jak pisalem w recenzji, ta wazna w dalszej czgsSci uwaga jest zbyt lakoniczna
i niejasna. Zdanie ,Now to factor a, it suffices to factor the two integral ideals a’ and a - Ok”
nic tak naprawd¢ nie méwi. Powinien by¢ sformutowany lemat zawierajacy precyzyjna formuie
na rozktad idealu utamkowego a w terminach rozktadéw a’ and a - O i krétki dowéd. Podobnie
dalej, kwesti¢ punktow ,,nieskoniczonych” opisuje krétkie nieformalne zdanie i odsytacz do réwnie
nieprecyzyjnej Uwagi 2.1.6;

s. 36, 1l. 1-2: z Tw. 2.2.3 wynika tylko jedna implikacja, aby uzasadni¢ druga nalezy jeszcze przy-
wolaé Tw. 2.2.7;

s. 38, 1. 9: bez wyjasnienia (przypomnienia) jak wygladaja elementy ciata K (p) i jakie konwencje
ich reprezentacji przyjeto, wyniki tych obliczeri (wsp6tczynniki 6,6,7 i 5 form ¢, i ¢}) niewiele
czytelnikowi méwia;

s. 42, 1. 2: jest ,,it’s determinant will be a square”, powinno by¢ ,.its discriminant will be a square”;
s. 48, 11. 14-15: w pracy disc(q) € K/K?, co to wiec znaczy v,(disc(q)) i disc(q) — 1? Jesli
te operacje sa wykonywane na ustalonym reprezentancie to nalezy skomentowac czy/dlaczego nie
zaleza od jego wyboru. Podobnie jest na s. 49, 1. -13 oraz na s. 49, 1. -6 (zapis (disc(q))) i in.;

s. 50, 1. -1 oraz s. 52, 1. 11: te warianty Zasady Lokalno-Globalnej nie zostaly przytoczone w pre-
liminariach, przydatoby si¢ tu przynajmniej cytowanie.

6. (Subiektywnie) niekompletnos$¢ prezentacji, luki/btedy w argumentacji:

6.1.

brak wyjasnien czy/jak nastgpujace operacje sa obliczalne: test b; # O (wiersz 5 Algorytmu 1,
podobnie wiersz 3 Algorytmu 2), test |Of /a| = ¢ (w. 1 Alg. 3), wyznaczenie 7 (w. 9 Alg. 6),
wyznaczenie listy 3, zwlaszcza punkty ,,nieskoniczone” (w. 8 Alg. 7, tez w Alg. 91 11); wyz-
naczanie nowego p ¢ B(q) (w. 13 Alg. 15); test bycia kwadratem (w. 7 Alg. 18, w. 1 Alg. 19).
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Przynajmniej niektére z tych operacji nie sa oczywiste. W mojej opinii rozprawa doktorska jest ide-
alnym miejscem na tego typu nie do korica trywialng dyskusje (na ktéra by¢ moze nie ma miejsca
w artykutach w specjalistycznych czasopismach);

- 5.25, 1. -7.-6: zdanie ,It follows immediately from the preceding lemma that the algorithm ter-

minates.” wg mnie jest zbyt lakoniczne. Zauwazmy, ze z Lematu 3.1.3 co najwyzej wynika, ze
najwigkszym sposréd konstruowanych ideatéw b; (odpowiadajacy za warunek stopu) jest ideat
bm = gm. ktéry niekoniecznie jest réwny catemu @y (7). Chyba, ze chodzi 0 b, = Ok,
ale ten przypadek skrajny nie jest dyskutowany w dowodzie lematu (swoja droga nie wiadomo jaki
jest zakres indeksu ¢ w lemacie — z kontekstu wynika ze chyba ¢ = 0,...,m, niestety nie jest to
sprecyzowane). Wydaje sig, ze wiasnos¢ stopu wynika nie tylko z Lematu 3.1.3, ale tez nietrywial-
nie z jego dowodu oraz konstrukeji petli;

. ss. 28-29, dowdd poprawnoscei Alg. 2: brak argumentu explicite dla whasnosci stopu.
4. s. 31, Algorytm 3: brak wyjasnienia jak powinny by¢ losowane elementy b zbioru @ Y aw wier-

szu 4. Dokfadniej, nalezatoby uzasadnié, ze algorytm losujacy zawsze po skoficzonej liczbie iteracji
wybierze b spetniajace warunek z wiersza 6 (czy zbidr O\ a jest skoriczony?). Od sposobu wyboru
b zalezy whasno$¢ stopu catego algorytmu;

s. 40, 1. 20 write the form ¢ = ¢y L 7 g3, where [...]” — istnienie takiego rozktadu nie jest
oczywiste (¢ ma tu dowolne wspélczynniki w K), byé moze przez nie do korica jasna notacje.
Poniewaz z takiego rozktadu mniej lub bardziej jawnie korzysta sic w wielu miejscach pracy, w pre-
liminariach powinien by¢ sformutowany odp. fakt z krétkim dowodem:

s. 42, 1L -13 - -11: Jedyne zdanie dowodu popr. Alg. 11 ,,The dimension of the anisotropic part
of ¢ is clearly the maximum [...]” jest po prostu przelozeniem na jezyk naturalny tego co robi
algorytm. Zatem niesie tyle samo istotnej tresci co stwierdzenie ,,The algorithm is clearly correct.”
A tu jednak jest pewna praca do wykonania: zaden z faktéw przytoczonych do tej pory w pracy
nie wyraza bezposrednio wymiaru anizotropowego jako maksimum z wymiaréw lokalnych. Poza
tym, nalezy uzasadni¢, ze mozna ograniczy¢ sie tylko do g, dla p € 3 (np. przez wykazanie, 7e
dimy,(gp) = 0 dlap ¢ °P stosujac ,.second residue homomorphism” podobnie jak na s. 40);

8. 44, 120 coS jest nie tak z formula ¢y L —¢s = (m —n) - H (gléwny argument dowodu
poprawno$ci Alg. 12) — chociazby wymiary sie nie zgadzaja: wymiar lewej str. to dim(gy) +
dim(g2) za$ prawej 2(m — n), te liczby nie musza byé réwne (por. tez 2.14.);

s. 48, 1. 1: ,must differ by one” — a dlaczego nie 37 Wiemy tylko ze ma by¢ nieparzysty — brak
argumentu na to, ze ma rézni¢ sie doktadnie o 1;

s. 51, 1l. -3 - -1: ,,algorithm terminates after appending sufficiently many (but a finite number)” —
brak argumentu na poparcie tej kluczowej, dalece nieoczywistej obserwacji; punktéw p ¢ P(q)
jest na og6t nieskoriczenie wiele, zatem skorficzone$¢ ciagu wyboréw mocno zalezy od sposobu
wybierania, tego algorytm w ogéle nie precyzuje;

$. 57, 1. -3: aby mie¢ te formule na ¢(a) nalezy jeszcze wykazaé¢ implikacje ,.przeciwna” do
tej z Obs. 6.1.1. Mianowicie, pokazaé, ze {a, —1,...,—1) izotropowa = a € Dr({1,...,1)).
Co nie jest chyba takie oczywiste, bo wektor izotropowy (ag, a1,--.,a,) € K™ moze mieé
ag = 0?7 Podobny problem z potencjalnym ,.dzieleniem przez 0” wystepuje nas. 38, 1. -6 w .1 €
Dy((—=1,a)) = a € Dy((1,1)) "; Brak w tych miejscach wyczerpujacych argumentéw.

ey




