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1. WSTEP

Niniejszy konspekt dotyczy rozprawy doktorskiej przygotowywanej przez autora
(mgr Tomasza Witczaka) w ramach studiéw doktoranckich na Uniwersytecie Sla-
skim, rozpoczetych w sezonie 2014 / 2015. Autor ubiega sie o stopien doktora w
zakresie matematyki. Stosujac klasyfikacje MNiSW (http://www.dziennikustaw.
gov.pl/DU/2018/1818/1): dziedzina autora to nauki Scisle i przyrodnicze, dyscypli-
na naukowa to matematyka. Jego faktyczny obszar badan to logika matematyczna,
w szczegdlnosdei semantyka logik nieklasycznych (w tym modalnych). Opiekunem
naukowym autora jest dr hab. prof. US Tomasz Polacik. Autor ma na koncie dwie
opublikowane prace, jedna przyjeta do druku, kilka prac zamieszczonych w interne-
cie (w formie pre-printéw) i byl uczestnikiem kilkunastu konferencji lub warsztatéw
naukowych. Nie posiada tytutu doktora w zadnej dziedzinie, nie wszczynal tez do-
tad przewodu doktorskiego na zadnej uczelni.

2. SFORMULOWANIE TEMATU

Tematyke pracy scharakteryzowaé¢ mozna dwojako. Po pierwsze, ze wzgledu na
systemy logiczne (a wiec zbiory aksjomatéw i regul), ktére sa w niej badane. Po
drugie, ze wzgledu na wykorzystywane w tej analizie narzedzia semantyczne (mo-
dele).

W pierwszym ujeciu rzecz bedzie wyglada¢ nastepujaco: interesowaé beda nas
logiki zdaniowe (ang. propositional logics), a zatem nie bedziemy zajmowaé sie
systemami pierwszego i drugiego rzedu. Z puli logik zdaniowych wybieramy od
razu logiki nieklasyczne. Pojecie to jest oczywiscie bardzo szerokie: istnieje wiele
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powodow, dla ktérych dany system moze by¢ traktowany jako ”nieklasyczny”. W
szczegblnosci moze chodzi¢ o poszerzenie lub zawezenie jezyka logiki klasycznej - lub
o zawezenie jej aksjomatyki. Doprecyzujmy zatem, ze chodzi nam o oba te aspekty:
badamy bowiem logiki modalne (a wiec wyposazone w dodatkowe operatory unarne,
interpretowane np. jako konieczno$é i mozliwosé), a wéréd nich zaréwno klasyczne
(czyli z zachowanym prawem wylaczonego $rodka), jak i intuicjonistyczne. Do tego
interesowaé beda nas logiki subintuicjonistyczne, ale raczej bez modalno$ci.

W ujeciu drugim mozna powiedzieé, ze koncentrujemy sie na strukturach (i mo-
delach, tj. strukturach z wartoéciowaniem formul) otoczeniowych (ang. neighbour-
hood structures), a takze topologicznych i - wprowadzonych przez nas - uogélnio-
nych topologicznych. Te ostatnie stanowia logiczne zastosowanie przestrzeni uogol-
nionych w sensie Csaszara. Naturalnym krokiem jest takze badanie modeli infra-
topologicznych, co réwniez czynimy. Oprécz wymienionych klas bedziemy jeszcze
stosowaé modele relacyjne, bi-relacyjne i relacyjno-otoczeniowe.

3. UZASADNIENIE WYBORU TEMATYKI

W matematyce pytanie o motywacje stojaca za badaniami bywa niekiedy ktopo-
tliwe: przede wszystkim dlatego, ze tak naprawde kazde uzasadnienie wyboru takiej,
a nie innej tematyki bazuje na szeregu zalozen, ktore same réwniez domagaja sie
usprawiedliwienia. W uproszczeniu mozna przyjacé, ze analizowane zagadnienia po-
winny mieé¢ potencjalne zastosowanie (przynajmniej w innych dzialach naszej dys-
cypliny lub calej matematyki; badz tez w innych naukach) - oraz by¢ nietrywialne
w sensie technicznym. Kryteria oceny tego nie sa niestety w pelni jasne, ale mimo
tych trudnosci uwazamy nasza motywacje za dobrze sformulowana.

Przede wszystkim odwolujemy sie¢ do do$¢ powszechnie przyjetego przeswiad-
czenia, ze badanie semantyki nieklasycznych systeméw logicznych jest pozyteczne:
choc¢by dlatego, ze podejécie semantyczne wiaze logiczna abstrakcje z rozmaitymi,
nieraz bardzo naturalnymi, obiektami matematycznymi (jak wlasnie przestrzenie
topologiczne), a takze umozliwia zastosowanie logiki w filozofii, naukach prawnych
czy fundamentach teorii prawdopodobienstwa). Poza tym ulatwia ono dowodzenie
i obalanie twierdzen.

Jedli mowa o konkretnych systemach i modelach badanych w naszej pracy, to:
i) intuicjonistyczne logiki modalne, analizowane w pierwszych trzech rozdzialtach,
wciaz sa rozwojowa dziedzina: nawet samo okreslenie tego, jakie warunki powinna
spelnia¢ logika modalna, by mozna ja bylo postrzegaé jako intuicjonistyczna, nie
jest do konca klarowne (panuje oczywiscie zgoda co do braku prawa wylaczonego
$rodka, ale np. nie jest jasne, czy nalezy zada¢ wzajemnej niezaleznosci operato-
réw koniecznosci 1 mozliwosci); ii) préba budowy semantyki topologicznej (czy tez
” multi-topologicznej”) dla logik intuicjonistyczno-modalnych stabszych (modalnie)
niz S4 jawi sie jako do$¢ nowatorska (a robimy to w rozdziale drugim); iii) sta-
be logiki modalne oparte o intuicjonizm (rozdzial trzeci) to réwniez tematyka nowa
(por. [5]); iv) wokdt uogdlnionych topologii wyrosta cala teoria, w duzej mierze ana-
logiczna do teorii ”zwyklej” topologii, a réwnoczednie przestrzenie te rzadko dotad
byly wykorzystywane jako semantyka dla logik zdaniowych (a jesli juz, to poniekad
niejawnie, bez odwolan do topologii, pod nazwa ekstensjonalnych abstrakcji czy
przestrzeni wiedzy, por. [12]).

4. METODA BADAWCZA

Punktem wyjscia jest dla nas zazwyczaj pewna koncepcja semantyczna, wynika-
jaca z doéé¢ naturalnych pytan, ktére postawi¢ mozna w odniesieniu do istniejacych
juz struktur i modeli. Przez naturalne pytania rozumiemy takie jak np.: i) jezeli
dopiero niedawno zostala jawnie zaprezentowana semantyka otoczeniowa dla logiki
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intuicjonistycznej (por. [8]), to do czego doprowadza nas jej najbardziej narzucajace
si¢ modyfikacje; i czy nie jest tak, ze modyfikacje te mozna wygodnie interpretowaé
w kontekscie modalnym? (w istocie sadzimy, ze tak wladnie jest); ii) jezeli topo-
logie uogélnione (w sensie Csédszdra lub innym) pozwalaja uzywaé pewnych pojeé
topologicznych przy jednoczesnym oslabieniu definicji zbioru otwartego, to czy nie
byloby wskazane potraktowanie tych przestrzeni jako modeli logicznych? (uwazamy,
ze byloby); iii) jesli przy pomocy zbioréw otwartych mozna modelowaé nie tylko
zachowanie operatoréw modalnych, ale i implikacji (intuicjonistycznej), to czy nie
bytoby ciekawym pomystem potraktowanie w ten sposéb réwniez topologii uogdlnio-
nej, dzieki czemu otrzymaliby$my implikacje subintuicjonistyczna? (w rzeczy samej,
to wedlug nas ciekawy pomyst); iv) jezeli GTF -modele, wprowadzone w rozdziale
czwartym, pozwalaja na wydefiniowanie w prosty sposéb pewnych (niedoskonatych)
analogonéw takich poje¢ jak wnetrze i domkniecie, to czy nie nalezaloby nakresli¢
przynajmuniej zrebéw teorii tych analogonéw? (owszem, podstawowe ich wlasnosci
opisujemy w rozdziale piatym, analizujac m.in. pojecie uogélnionego ciagu).

W wiekszosci przypadkéw kolejne rozdzialy i podrozdzialy naszej pracy budowa-
ne sa w oparciu o takie wlagnie intuicje i wedlug statego (co do zasady) schematu.
Zwykle zaczynamy wiec od kilku inicjujacych pytan lub sugestii, po czym definiuje-
my pewna klase struktur (i modeli). Szukamy przystosowanych do nich aksjomatéw,
a w niektérych przypadkach osiaggamy réwniez adekwatnosé owych systemoéw dowo-
dowych. Innymi stowy, dowodzimy tego, co w nomenklaturze angielskiej okresla sie
jako soundess i completeness (w tym drugim aspekcie korzystamy z modeli kano-
nicznych opartych o teorie maksymalne). Dowodzimy takze szeregu pomniejszych,
dodatkowych twierdzen, zwykle opisujacych wtasnoéci modeli. Adaptujemy znane
juz techniki i narzedzia (takie jak bisymulacja) do naszych potrzeb. Zdecydowa-
na wiekszos$¢ naszych wtasnych twierdzen i lematéw jest szczegétowo dowodzona,
pomijajac te najprostsze (lub te, ktére sa prostymi wariantami tez dowiedzionych
wezesniej). Finalnie prezentujemy mozliwe dalsze kierunki rozwoju i pytania otwar-
te.

5. PROBLEM BADAWCZY

W ogdlnoéci problem badawczy, ktéry jest przedmiotem pracy, podsumowaé¢ moz-
na jako:

(1) Dokonanie pewnych uzupelnienn w twierdzeniach dotyczacych znanych juz
wariantéw semantyki otoczeniowej i topologicznej; oraz w twierdzeniach
opisujacych niektére badane w literaturze systemy logiczne (przede wszyst-
kim iKTg, MT4i MNT4).

(2) Otwarcie i wstepne zbadanie pewnych nowych drég w obszarze semantyki
otoczeniowej i (uogdlnionej) topologiczne;j.

Praca nie zmierza ku jednemu wynikowi, ktéry bylby rezultatem wszystkich
weczesniejszych, odpowiednio uporzadkowanych dociekan; nie mozna wiec powie-
dzieé, ze jej przedmiotem jest obalenie lub potwierdzenie jakiej$ generalnej hipote-
zy, ktora daloby sie wystowi¢ w jednym, precyzyjnym twierdzeniu matematycznym.
Tym niemniej kazdy rozdzial zawiera szereg nowych definicji i tez. Co wiecej, roz-
dzialy sa albo bezposrednio powiazane ze soba przez to, ze analizuje sie w nich te
same obiekty matematyczne (np. rozdzial pierwszy z drugim i poniekad trzecim, a
czwarty z piatym i sz6stym), albo powiazane posrednio: w tym sensie, ze caly czas
pracujemy z nieklasycznymi logikami zdaniowymi, gtéwnie modalnymi - i seman-
tykami otoczeniowymi lub topologicznymi. Z tego powodu prace mozna uznaé, jak
mniemamy, za spojng czy tez skondensowang.
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6. PODSTAWOWE TERMINY

Wymienimy tu gléwnie te pojecia, ktére stale stosujemy w rozprawie, a ktére
przynaleza do szeroko pojetej logiki matematycznej lub topologii. Pomijamy tu
wigkszosé szczegélowych pojeé i symboli wprowadzonych przez nas samych (choé
wspomnimy o nich w przegladzie rozdzialéw).

A zatem stowa kluczowe (dla) naszej rozprawy to:

e Nieklasyczne logiki zdaniowe.

e Intuicjonistyczna logika modalna.

e Slabe logiki modalne: nienormalne (non-normal), nieregularne i niemono-
toniczne; oraz ich warianty intuicjonistyczne.

e Logiki subintucjonistyczne.

e Semantyki $wiatéw mozliwych: otoczeniowa, topologiczna, relacyjna (Krip-
kego), bi-relacyjna i relacyjno-otoczeniowa; wymuszanie formul w $wiatach.

e Punktowa réwnowaznosé réznych semantyk (ang. pointwise equivalency).

e Wiasnosé skonczonego modelu, filtracja.

e Przystosowanie i adekwatnos$¢ aksjomatyzacji, twierdzenie o pelnosci, mo-
del kanoniczny, teoria (relatywnie) maksymalna.

e Ograniczony morfizm, bisymulacja, behawioralna rownowaznos¢.

e Uogdlnione przestrzenie topologiczne: w sensie Csdszéara oraz w innych (jak
infra-topologie, struktury stabe czy struktury minimalne).

e Przestrzenie topologiczne osadzone w ”alternatywnych” uniwersach (jak
przestrzenie intuicjonistyczne, n-arne, nano-topologiczne, mikro-topologiczne).

e Struktury i modele (dla logik modalnych i subintuicjonistycznych) zbudo-
wane na bazie przestrzeni Csaszara.

o Ciag uogdlniony, ciagltosé.

Poza tym warto wymieni¢ gtéwne aksjomaty modalne, jakie sa w orbicie naszych
zainteresowan:

o M:O(pAy) — Op ATy
o C:Op ANy — O(eAY)
e T:p— o

e D:[0— -y

e K:UO(p — ) — (Op — Oy)
e 4: [y — OOy

o N:OT

o RE: p— ¢ FUp < Uy
e RN:pFUp

e RM:p—¢FOp— Oy
o MP:p,p—thpF 1

Mozna dodaé, a to w kontekécie subintuicjonizmu, ze pojawia sie tez sytuacje,
w ktorych pewne dobrze znane aksjomaty nie-modalne, np. a fortiori, beda akcep-
towane tylko jako reguty.

Jakie sa ograniczenia tematyczne naszej rozprawy, tj. czego nie nalezy od niej
oczekiwa¢? Na przyklad: nie zajmujemy sie semantyka algebraiczna (algebrami Bo-
ole’a czy Heytinga), w kazdym razie nie w spos6b jawny i bezposredni; nie wkracza-
my w logiki wielowartoSciowe, relewantne czy parakonsystentne; nie zajmujemy sie,
jak to juz powiedzieliémy na samym poczatku, logika predykatéw. Rozprawa nie za-
wiera réwniez calosciowego przegladu zagadnien takich jak modele otoczeniowe czy
intuicjonistyczne logiki modalne: koncentruje sie raczej na kilkunastu konkretnych
klasach struktur i systeméw.
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7. PRZEGLAD ROZDZIALOW I WYNIKOW

W tej sekcji naszego konspektu oméwimy (w skrétowy sposéb) kolejne partie
rozprawy, uwypuklajac gtéwne wyniki i pojecia.

(1) W pierwszej czesci rozprawy wychodzimy przede wszystkim od pracy Mo-
niri i Maleki ([8]) i modyfikujemy wprowadzona przez nich semantyke oto-
czeniowg dla intuicjonizmu. Robimy to w taki sposéb, by modyfikacja byta
mozliwie prosta, a jednoczesnie otwierata drzwi do nowych rozwazan. W
praktyce oznacza to odrzucenie aksjomatu nadzbioru, tzn. dopuszczamy
mozliwos¢, ze cale uniwersum nie jest maksymalnym otoczeniem Swiata
mozliwego.

Definicja.

Definiujemy inl-strukture jako pare uporzadkowana (W, N), w ktorej:

(a) W to niepusty zbidr (Swiatdw).
(b) NV to funkcja z W w P(P(W)) taka, ze:
(i) we NNy (przez N, rozumiemy N (w)).
(il) NNy € Ny
(iii) u € NNy = NNy C NNy (—-warunek).
(iv) X CUNy and NNy C X = X € N, (zrelatywizowany aksjo-
mat nadzbioru).
(v) ve NNy = UN, CUN,w (O-warunek).

Co do warto$ciowania zmiennych zdaniowych, to zaklada sig, ze obo-
wiazuje ono w minimalnym otoczeniu $wiata, a nie tylko w samym Swiecie
(monotonicznosé). Dla kazdego inl-modelu M = (W, N, V) i dla kazde]
formuly ¢ okreslamy relacje I pomiedzy swiatami i formutami w sposéb
induktywny, przy czym:

wlkp—1Y & NNy, C{veW;vkplub vk}

W ramach tych rozwazan wprowadzamy tez modalno$é (intuicjonistycz-
ny odpowiednik koniecznosci):

wlkOp & JNy C{v e Wiovlk ¢}

Okazuje sie, ze otrzymana semantyka odpowiada intuicjonistycznej lo-
gice modalnej z aksjomatami K'i T . Dowodzimy pelnoéci bezposrednio i
poérednio, tj. poprzez pokazanie réwnowaznosci naszych struktur z tymi,
ktore zaprezentowane zostaly uprzednio w pracy [1]. Dowodzimy wlasnosci
skoficzonego modelu (poprzez filtracje) i tymczasowo wprowadzamy ope-
rator mozliwosci - w taki sposéb, by obie modalnosci byly niezalezne, tj.
wzajemnie niedefiniowalne (co pokazujemy na odpowiednich kontrprzykla-
dach). Pokazujemy tez translacje pomiedzy iKTp (lub rozszerzeniami te-
go systemu) a pewnymi systemami klasycznie modalnymi, wyposazonymi
wszelako w dwa operatory konieczno$ci. Dosé istotnym fragmentem tego
rozdzialu jest technicznie ztozone twierdzenie o warstwowej bisymulacji,
bedace adaptacja analogicznego twierdzenia z pracy [8], wszelako w $ro-
dowisku modalnym (co wymaga zdiagnozowania kilku znamiennych niuan-
s6w).

(2) W czedci drugiej udaje sie nam osiagnaé¢ punktowo réwnowazne przejscia
(co prawda za kazdym razem tylko w jedng strone) pomiedzy wariantami
semantyk otoczeniowych i pewnymi modelami topologicznymi. W zasadzie
sg to nawet modele multi-topologiczne, co oznacza tutaj nie tyle ”wiele
topologii na jednym uniwersum”, ile raczej "wiele uniwerséw z wlasnymi
topologiami”. Nie osiagamy tu pelnosci, niemniej nasze modele sg przysto-
sowane do intuicjonistycznej logiki z aksjomatami K'i T, podobnie jak to
bylo w rozdziale pierwszym.



6 TOMASZ WITCZAK OPIEKUN NAUKOWY: DR HAB. PROF. US TOMASZ POLACIK

(3) Czesé trzecia poswiecona jest stabym logikom modalnym, a przede wszyst-
kim tak zwanym logikom falszywych wierzen. W ogdlnoéci logika falszywych
wierzen opisuje sytuacje nastepujaca: formuta ¢ jest falszywa, ale mimo te-
go sie w nia wierzy (por. [6]), tzn. wierzymy w nia my czy tez podmiot,
ktéry nas interesuje. W kazdym razie wiara ta obowiazuje w danym Swie-
cie mozliwym. Koncept 6w wyraza juz sama definicja wymuszania formuly
poprzedzonej operatorem modalnym W. Mianowicie: jezeli w jest Swiatem,
to w I Wy & w ¥ ¢ oraz V(p) € N,,. Fakt, ze ¢ jest blednie uwazana
za prawdziwa, wyrazono w drugiej czesci definicji poprzez to, ze V(p) jest
jednym z naszych otoczen.

Omawiamy takze inne mozliwe interpretacje wprowadzonego operatora.
Na przyktad: odrzucamy ¢ (w danym $wiecie), ale zarazem formula ta jest
nam narzucana badZ sugerowana przez swego rodzaju "rade nadzorcza’
czy tez doradcza. Innymi stowy, jesteSmy zachecani do tego, by przyjacé
©, przynajmniej w aktualnym S$wiecie, czego przejawem jest fakt, iz wsrod
naszych otoczen jest m.in. kolekcja swiatéw akceptujacych .

Dowodzimy pelnosci kilku intuicjonistycznych systemow fatszywych wie-
rzen (dotychczas w literaturze badano jedynie klasyczne systemy tego ro-
dzaju, tj. z prawem wylaczonego $rodka). Wskazujemy na pewne subtelno-
Sci, ktére zwiazane sa wlasnie z tym, ze nasza logika jest intuicjonistyczna, a
ktére zwiazane sa z modelem kanonicznym oraz z samag definicja operatora
W. Nastepnie omawiamy cztery inne operatory, ktére w pewien sposéb od-
daja intuicje zachecania lub zniechecania do przyjecia danej formuty. Jedna
z tych modalnosci, mianowicie o, odpowiada tzw. logice nieznanych prawd.

Po6zniej pokrotce omawiamy tzw. modele bi-otoczeniowe dla stabych lo-
gik modalnych opartych o intuicjonizm, przy czym ten podrozdzial ma cha-
rakter przegladowy i nie zawiera naszych wynikéw. Z drugiej strony, w kon-
coéwcee czedci czwarte] prezentujemy ogdélny projekt polaczenia semantyki
otoczeniowej z logikami zdaniowymi wyposazonymi w operatory probabi-
listyczne.

(4) W czesci czwartej zaczynamy od krétkiego przegladu istniejacych w litera-
turze uogdlnien lub modyfikacji pojecia topologii. Przedstawiamy motywa-
cje autoréw i ich gtéwne pomysty. Nasza uwage ostatecznie koncentrujemy
na koncepcji generalized topological space, wprowadzonej przez Csdszara w
[2] i nastepnie badanej przez licznych matematykéw.

Definicja. [2], [3] Zal6zmy, ze W to dowolny zbiér niepusty (tzw. uni-
wersum przestrzeni), zas p C P(W). Méwimy, ze rodzina u jest uogdiniong
topologig (w sensie Csédszdra) na W wtedy i tylko wtedy, gdy p jest do-
mknieta na dowolne sumy, tzn. jesli J jest zbiorem indekséw (by¢ moze
pustym) oraz dla kazdego i € J, X; € u, to J;c; Xi € p.

Pare (W, u) nazywamy uogdlniong przestrzenig topologiczng (GT -przestrzenia).
Jest ona:

- silna lub supratopologiczna wtedy, gdy W € p.

- topologiczna (w zwyklym sensie), gdy jest silna oraz domknieta co
najmniej na skonczone przekroje, tzn. jesli Xq, Xs € p, to X3 N Xs € p.

Na poczatku budujemy modele oparte na silnej uogdlnionej topologii i
pokazujemy ich rownowaznoé¢ z pewna klasa modeli otoczeniowych, przez
co posrednio dowodzimy pelnosci naszych struktur wzgledem logiki MNT4 .
Nastepnie uogélniamy nasza semantyke do poziomu tzw. GTF -struktur:

Definicja. Definiujemy GTF -strukture jako trojke M, = (W, u, F), w
ktérej 4 to uogdlniona topologia na W (zatem (W, u) to GT -przestrzen),
za$ F to funkcja z W w P(P(Jp) taka, ze:
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o Jezeliw € Jp, to [X € Fy & X € poraz w € X] [F,, to uproszczony
zapis symbolu F(w)].

o Jezeliw e W\p, to [X € F, = X € .

Jak widaé, idea jest taka: punktom, ktore sa poza kaZdym otoczeniem
otwartym przypisujemy mimo wszystko (mniej lub bardziej arbitralnie)
pewne rodziny otoczen.

W odniesieniu do tych struktur osiagamy czesciowe rezultaty, jesli chodzi
o aksjomatyzacje. To, ze sa one czesciowe, oznacza, ze petnosé odnosi sie al-
bo do pewnych podklas, albo do struktur réznych, choé¢ w ogdlnym zamysle
podobnych (mamy tu na my$li np. tzw. GTf -struktury). W szczegdlnosci
GTF -struktury, w ktérych punktom spoza maksymalnego zbioru otwar-
tego nie przypisuje sie Zadnych otoczen przez funkcje F (tzn. przypisuje
sie im rodziny puste), odpowiadaja logice MT4 1 mozna je interpretowaé¢ w
kontekscie teorii $wiatéw niemozliwych (o ile zgodzimy sig, by nasza topolo-
gia byla domknieta na skoniczone przekroje, co pozwoli nam zaakceptowaé
aksjomat K , ale nie regule RN ). Wprowadzamy tez trzy warianty pojecia
bisymulacji, przy czym jedno z nich dziata poprawnie wtedy, gdy odpowied-
nio zmienimy sposéb rozumienia operatora modalnego. Przedstawiamy tez
(ale w sposéb wstepny) subintuicjonistyczng interpretacje naszych modeli.

W tej czesci pracy przedstawiamy tez inne koncepcje: m.in. omawiamy
topologie w alternatywnych uniwersach (takich jak zbiory intuicjonistycz-
ne czy przestrzenie n-arne tudziez rozmaite klasy zbioréw rozmytych). Na
bazie tych rozwazan przedstawiamy zarys teorii zbioréw, ktére nazwali-
smy negocjacyjnymi, a ktore tacza w sobie dwa podejscia do wspomnianych
zbioréw intuicjonistycznych. Omawiamy takze tzw. logiki wiarygodnosci,
ktorych semantyka sa topologie zredukowane.

(5) W czeSci piatej przenosimy sie do przestrzeni w pewnym sensie komplemen-
tarnych wobec wezesniejszych. Tym razem to przestrzenie infra-topologiczne:
domknigte na skonczone przekroje, ale niekoniecznie na jakiekolwiek sumy.
W tym srodowisku badamy podstawowe pojecia, w szczegélnosci zauwaza-
my, ze zbioér otwarty moze mie¢ wnetrze, ktore nie jest otwarte. Budujemy
takze modele logiczne dostosowane do systemu z dwiema koniecznoSciami,
jedna stabsza i jedng silniejsza.

(6) Czesé szdésta wypelniaja dodatkowe rozwazania na temat GTF -struktur.
Rozwijane i badane sa (o czym wspominaliémy juz w niniejszym konspekcie)
F-odpowiedniki poje¢ wnetrza i domkniecia, a takze pewne typy funkcji
ciaglych i ciaggdéw uogdlnionych.

Wspomniane odpowiedniki operacji topologicznych definiowane sa jak
ponizej:

Definicja. Niech (W, u, F) bedzie GTF -struktura. Zalézmy, ze w € W
oraz A C W. Powiemy, ze w € FInt(A) < istnieje G € F,, ze G C A.

Niech (W, pu, F) bedzie GTF -struktura oraz w € W. Zalézmy, ze A C
W. Powiemy, ze w € FCI(A) & dla kazdego G € F,,, GN A # ().

Nastepnie:

Definicja.

Zalézmy, ze (W, u, F) jest GTF -struktura oraz A C W. Niech (W, u, F)
bedzie GTF -struktura. Zalézmy, ze w € W. Definiujemy &, jako zbior
wszystkich F-otwartych zbioréw, do ktérych nalezy w. Powiemy, ze:

o w e EInt(A) < istnieje S € &, taki ze S C A.

o we ECI(A) & dla kazdego S € &,, SN A # 0.
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Zbiér A jest £-otwarty (E-0.) wtedy, gdy EInt(A) = A, ijest E-domkniety

(E-c.), jezeli ECI(A) = A.

W odniesieniu do ciggéw powiemy w ramach streszczenia, ze zwykle
bada sie ciagi w Scistym tego stowa znaczeniu (z dziedzina naturalna) oraz
ciagi uogdlnione (nets), gdzie dziedzina jest dowolny zbidr skierowany. My
rozwazamy takze ciggi ”podwdjnie uogélnione” ; w ktorych argumentami sa

elementy zbioru cze$ciowo uporzadkowanego.

8. DALSZE KIERUNKI BADAN

Zakres pracy, z natury rzeczy ograniczony, rodzi pytanie o dalsze kierunki badan.

Wymienmy przynajmniej niektore z nich:

e Dalsza analiza uogdlnionych semantyk topologicznych: w szczegdlnosci ba-
danie zwiazkéw pomiedzy stabymi logikami modalnymi a konkretnymi prze-

strzeniami (konkretnymi, tj. takimi jak np. przestrzen ko-singletonowa).

e Badanie (przy pomocy uogdélnionej semantyki topologicznej) relacji pomie-
dzy pewnymi systemami subintuicjonistycznymi i odpowiadajacymi im mo-

dalnymi.
e Budowa sub-intuicjonistycznych logik zdaniowych z modalno$ciami.

e Budowa sub-intuicjonistycznych logik zdaniowych z kwantyfikatorami zda-

niowymi.

e Analiza zwiazkéw pomiedzy uogdlnionymi modelami topologicznymi a se-

mantykami algebraicznymi.

o Wykorzystanie zarysowanej w pracy koncepcji zbioréw podwéjnych mode-

lujacych negocjacje i kompromisy.

e Uporzadkowanie przestrzeni multi-topologicznych (w taki sposéb, by wza-
jemne relacje pomiedzy przestrzeniami topologicznymi generowaly rezulta-

ty ciekawe w sensie logicznym).

9. PUBLIKACJE PRZYGOTOWANE W ZWIAZKU Z ROZPRAWA

W latach 2014 - 2019 Autor napisal kilka prac w ramach badan nad zagadnie-
niami, ktére sa przedmiotem przygotowywanej rozprawy. Obecnie (koniec wrze$nia

2020) dwie prace maja status opublikowanych:

(1) T. Witczak, Topological and multi-topological frames in the context of in-
tuitionistic modal logic, "Bulletin of the Section of Logic”, Volume 48/3

(2019), pp. 1 - 19, DOI 10.18778,/0138-0680.48.3.05.

Material ten trafit do drugiego rozdzialu rozprawy. Dotyczy semantyki
multi-topologicznej dla modalnej logiki intuicjonistycznej z aksjomatami

KiT.

(2) T. Witczak, Propositional logic with probability operators (based on general
ideas of weak modal calculus), w: "Logic, Cognition, Games”, seria Studies

in Logic (vol. 83), College Publications 2020.

Ta ksiazka to poklosie konferencji " Poznan Reasoning Week 2018”. Ma-
terial zawarty w tym artykule jest rozwinieciem trzeciego rozdziatu rozpra-
wy: a wlasciwie zastosowaniem idei z tego rozdzialu w kontekscie logik z

operatorami probabilistycznymi.

Jedna praca ma status przyjetej do druku:

1Pismo ma na liscie ministerialnej 20 pkt.
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(1) T. Witczak, Generalized topologies with associating function and logical ap-
plications. Praca ma si¢ ukazaé na tamach ” Acta et Commentationes Uni-
versitatis Tartuensis de Mathematica”?2.

Dwie prace zostaly wystane do czasopism i oczekuja na recenzje, mianowicie:

(1) Infra-topologies revisited: logic and clarification of basic notions.
Wyniki z tego artykulu pojawiaja sie w piatym rozdziale pracy doktor-
skiej.
(2) Generalized topological semantics for weak modal logics.
Material z tej pracy zostal uzyty w czwartym rozdziale rozprawy.

Inne artykuly sa dostepne w serwisie arxiv.org:

(1) T. Witczak, Intuitionistic modal logic based on neighborhood semantics wi-
thout superset axiom, https://arxiv.org/pdf/1707.03859.
Praca ma dwa cytowania (wedlug ResearchGate) i zawiera w wigkszosci
material z pierwszego rozdzialu naszej rozprawy.
(2) T. Witczak, Simple example of weak modal logic based on intuitionistic core,
https://arxiv.org/pdf/1806.09443.
Praca tematycznie zblizona jest do rozdziatu trzeciego i ma jedno cyto-
wanie (wedlug Semantic Scholar).
(3) T. Witczak, Generalized topological spaces with associating function, https:
//arxiv.org/pdf/1909.00460.
Do tego artykutu nawigzujemy w széstym rozdziale rozprawy.

Wypada nadmienié, ze choé¢ rozprawa bazuje na wspomnianych wyzej pracach,
to jednak rozwija material w nich zawarty (o dodatkowe definicje i twierdzenia, nie
moéwiac o réznego rodzaju poprawkach i ulepszeniach). Wyniki autora byly pre-
zentowane na konferencjach naukowych i referowane podczas seminariow Zakladu
Logiki Matematycznej Instytutu Matematyki WMFiCh US.

W ostatniej sekcji niniejszego konspektu wymieniamy wybrane pozycje biblio-
graficzne (innych autoréw). Faktyczna bibliografia jest znacznie szersza, obejmuje
m.in. kilkanascie prac z dziedziny uogoélnionych przestrzeni topologicznych; tu ogra-
niczamy sie jedynie do prac bezposrednio cytowanych wyzej oraz kilku innych, ktére
uznaliSmy za istotne dla tematyki (jak np. ksiazka E. Pacuit o semantyce otocze-

niowej).
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