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W rozprawie doktorskiej Judyty Bak rozwazono topologiczne aspekty wlasnoéci Freese—
Nation oraz réznych jej modyfikacji. Owa wlasno$é powstaje w sposéb naturalny w logice,
jako mozliwos¢ aproksymacji tautologicznej implikacji ¢ — 1 przez implikacje w — X
1Y — ¢, w ktorych formula y ma wspélne zmienne wolne z ¢ oraz 1. Poczatkowo wlasnogé
Freese-Nation wprowadzono w teorii algebr Boole’a, jako whasnosé finitarnej aproksymacji
elementow algebry Boole’a, przy ktérej zachowujg sie wiasnosci porzadkowe algebry. Nazwa
tej whasnosci pochodzi od nazwisk Freese i Nation, ktérzy w roku 1978 wprowadzili ja
dla charakteryzacji projektywnych algebr Boole’a. Od tego czasu wlasnos$é Freese—Nation
dos¢ regularnie pojawia si¢ w artykutach z logiki, teorii algebr Boole’a i topologii ogélnej.
Wyszukiwarka Google pokazuje 1130 zrodet, w ktérych pojawia sie termin “Freese-Nation
property”. Wlasnoscia ta zajmowali sie tacy wybitni matematycy jak Saharon Shelah,
Sabine Koppelberg, Sakae Fuchino, Lutz Heindorf, Leonid Shapiro i wielu innych.

Przez algebry zbioréw regularnie otwartych wtasno$é Freese-Nation wkroczyta do topo-
logii ogolnej. W 1994 roku Heindorf i Shapiro przettumaczyli wtasnosé Freese-Nation w je-
zyku topologii i powigzali ja z takimi waznymi pojeciami topologii ogélnej jak przestrzenie
k-metryzowalne czy otwarcie generowane. Dwie ostatnie wlasnosci zostaly wprowadzone
1 zbadane przez Eugeni Szczepina w latach 70-tych ubieglego wieku.

Rozprawa doktorska Judyty Bak znajduje sie¢ w tym wtasnie nurcie: badanie aspektéw
topologicznych whasnosci Freese-Nation i jej modyfikacji. Waznym walorem rozprawy Ju-
dyty Bak jest odkrycie powiazan wtasnosci Freese-Nation z nowymi klasami przestrzeni
topologicznych, ktore pojawilty si¢ w topologii ogélnej catkiem niedawno. Mam tutaj na
mysli klase przestrzéni szkieletowo generowanych (badane w rozprawie habilitacyjnej prof.
A. Kucharskiego) i klase przestrzeni reprezentowanych przez dziedziny (takie przestrzenie
odkryte zostaty przez amerykanskich matematykéw Fleissnera i Yengulalp).

ZawartoSs¢ pracy: Praca sktada sie z szesciu rozdziatéw. Pierwszy rozdzial zawiera

wiadomosci wstepne. W drugim wprowadzono wlasnosé Freese—Nation i jej modyfikacje: se-

paratywna i interpolacyjng wlasno$¢ Freese-Nation oraz ich topologiczne odpowiedniki dla

baz i m-baz. W drugim rozdziale podano rézne przyktady dotyczace tych whasnosei oraz wa-

runki dla bazy, przy ktérych wlasnosé Freese-Nation jest réwnowazna jej separatawnej czy
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interpolacyjnej modyfikacji. Drugi rozdziat zawiera takze nowe wyniki dotyczace zachowa-
nia wtasnosci Freese-Nation dla produktow. Ciekawym nowym wynikiem jest Twierdzenie
2.3 o zwiazku separatywnej wlasnosci Freese-Nation z przeliczalnoscig liczby Suslina. Z
drugiej strony dla wlasnosci Freese-Nation nie ma takiego ograniczenia, poniewaz kazda
przestrzen metryzowalna ma wtasnoéé Freese-Nation, co udowodniono w Twierdzeniu 2.5.

W rozdziale 3 analizowany jest zwigzek wlasnosci Freese—Nation z przestrzeniami otwar-
cie generowanymi oraz szkieletowo generowanymi. Dla przestrzeni otwarcie generowanych
zwigzek ten byt juz chyba wczesniej odkryty przez Heindorfa i Shapiro (w jezyku algebr
Boole’a) i w rozprawie podano alternatywne topologiczne dowody. Z drugiej strony nowymi
wynikami rozdziatu 3 sa Twierdzenia 3.3, 3.4, 3.6 o zwiazku wtasnosci Freese—Nation dla
m-baz z przestrzeniami szkieletowo generowanymi i pewnymi grami topologicznymi.

W rozdziale czwartym podano przyktady baz nie majacych wlasnosci Freese-Nation.
Jednym z gtéwnych wynikéw tego rozdziatu jest Twierdzenie 4.3 (i 4.2) méwigce, ze ro-
dzina wszystkich zbioréw regularnie otwartych przestrzeni regularnej nieskorniczonej nie ma
(separatywnej) wlasnosci Freese-Nation.

W pigtym rozdziale badano zwiazek wtasnoséci Freese-Nation z koabsolutnoscig i prze-
strzeniami Gleasona. W Twierdzeniu 5.3 udowodniono, ze separatywna wtasno$é Freese—
Nation dla 7-baz zachowuje sie w relacji koabsolutnosci. Innym waznym (i technicznie
ztozonym) wynikiem rodziatu 5 jest Twierdzenie 5.8 o posiadaniu separatywnej wlasnosci
Freese- Nation dla m-baz przestrzeni szkieletowo Dugudji’ego.

W ostatnim rozdziale rozprawy zajmowano sie przestrzeniami topologicznymi, ktére sa
reprezentowane lub m-reprezentowane przez dziedziny. Pojecie reprezentowalnosci przez
dziedzine wprowadzone zostato przez Fleissnera i Yengulalp w 2013, czyli catkiem niedaw-
no. Gtéwnymi wynikami tego rozdziatu sa Przyktad 6.1 przestrzeni topologicznej, ktéra jest
przeliczalnie reprezentowana przez dziedzine, ale nie jest w-reprezentowana przez dziedzing
oraz Twierdzenie 6.3 o charakteryzacji przestrzeni Choqueta (czyli przestrzeni w ktorej
drugi gracz ma strategie wygrywajaca w grze Choqueta) jako przestrzeni przeliczalnie re-
prezentowanych przez dziedzing w sensie Fleissner—Yengulalp.

Uwagi krytyczne i ocena pracy: Praca sprawia dobre wrazenie, zawiera sporo
nowych wynikéw oraz nowych topologicznych dowodéw wynikéw juz znanych (dotyczy to
gléwnie przestrzeni otwarcie generowanych oraz Dugundji’ego).

7 drugiej strony, zbyt mato dla mnie jest tutaj informacji historycznej i motywacyjne;j.
Czytajac rozprawe nie mogltem zrozumieé¢ dlaczego whasnoéé Freese-Nation jest wazna
dla topologii. Sprawa wyjasnita sie dopiero po przeczytaniu odpowiedniej literatury, w
szezegOlnodei artykutu Davida Milovicha (ktéry nie jest cytowany w bibliografii, a warto
by byto). Mam wiec wrazenie ze Judyta Bak nie podeszta krytycznie do tematu, a robita
to, co powiedzial promotor.

Duzo miejsca w pracy zajmuja dowody znanych juz rzeczy. Dotyczy to przestrzeni otwar-
cie generowanych, ciagéw odwrotnych ete. Z drugiej strony takie podejscie czyni rozprawe
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samowystarczalng i utatwia rozumienie dowodéw. To czego zdecydowanie nie trzeba byto
robi¢, to jeszcze raz udowadniaé¢ klasycznego twierdzenie Stone'a o parazwartosci prze-
strzeni metrycznych. Autorka uzasadnia zamieszczenie takiego dowodu tym, ze dodatkowy
warunek nie wynika z klasycznego sformutowania, co nie jest prawda - wystarczy wzig¢ do-
wolne lokalnie (czy nawet punktowo) skoficzone pokrycie i zostawi¢ w nim tylko elementy
maksymalne w sensie inkluzji.

Czasem brakuje w tekscie definicji. Na przyklad, przy wprowadzeniu przestrzeni Stone’a
na stronie 8 przydataby sie definicja ultrafiltra w algebrze Boolc’a.

W definicji bazy odwzorowania na stronic 69 trzeba bytoby dodaé, zc zbiory sa funkcyjnic
otwarte w przestrzeni X.

Przy dyskusji o relacji ~p dobrze byloby zauwazyé, ze relacja ta jest generowana od-
wzorowaniem w potege przestrzeni Sierpinskiego (czyli dwupunktowej przestrzeni {0, 1} z
topologia {0, {0}, {0,1}}).

Pojawiaja si¢ tez formalne usterki w dowodach. Na przyklad, uzasadnienie Wniosku
5.2 brzmi tak: “Poniewaz przeciwobraz dowolnego zbioru otwartego gestego jest zbiorem
nigdziegestym. to z powyzszego lematu wyciagnaé mozemy nastepujacy wniosek”. Zupelnie
nie widac¢ tutaj dlaczego przeciwobraz dowolnego zbioru otwartego gestego jest zbiorem
nigdziegestym; wrecz przeciwnie: taki przeciwobraz jest zawsze otwarty.

Lemat 3.8 jest sformutowany dla rodzin przeliczalnych P, a stosowany w dowodzie Lema-
tu 3.9 dla rodzin nieprzeliczalnych. To znaczy, ze Lemat 3.8 nalezato sformutowaé ogélniej
dla dowolnych (nie tylko przeliczalnych) rodzin P i w przypadku rodziny przeliczalnej
udowodnic¢ dodatkows wlasnos$é, mianowicie metryzowalnosé i osrodkowosé przestrzeni ilo-
razowej X/P.

Konkluzja: Wspomniane uwagi, zaréwno te o charakterze merytorycznym, jak i redak-
cyjnym, nie majg istotnego wplywu na ostateczng pozytywna ocene pracy i nie umniejszaja
faktu, ze rozprawa doktorska mgr Judyty Bak wnosi znaczacy wkilad w rozwdéj
nauk matematycznych.

Tym samym uznaje, iz przedtozona rozprawa spetnia wymagania zdefiniowane w artykule
13 Ustawy z dnia 14 maja 2003 r. o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz stopniach
i tytule w zakresie sztuki i wnosze o dopuszczenie mgr Judyty Bak do dalszych
etapow przewodu doktorskiego.



