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Niniejsza recenzja zostaªa napisana w odpowiedzi na pismo Dyrektor Instytutu Matematyki Wydziaªu
Nauk �cisªych i Technicznych Uniwersytetu �l¡skiego, prof. dr hab. Katarzyny Horbacz, skierowane do
mnie w wyniku decyzji Rady Naukowej Instytutu Matematyki z dnia 3. marca 2020 r., powoªuj¡cej mnie
na recenzenta rozprawy doktorskiej w przewodzie doktorskim mgr Katarzyny Mi±.

1 Tematyka rozprawy

Niepewno±¢, traktowana przed wiekami jako swego rodzaju uªomno±¢, dzi¦ki rozwojowi nauki znalaªa przy-
nale»ne jej miejsce w re�eksji nad ±wiatem i zacz¦ªa by¢ postrzegana ju» nie tylko jako zªo konieczne, ale
jako szansa i wyzwanie. Oprócz wymiernych efektów o wymiarze praktycznym, owocem tej przemiany byªo
narodzenie si¦ i rozwój nowych dyscyplin i teorii, by wspomnie¢ teori¦ prawdopodobie«stwa, statystyk¦,
teori¦ Dempstera-Shafera, teori¦ zbiorów rozmytych, teori¦ zbiorów przybli»onych itd.

Jedn¡ z form niepewno±ci jest brak precyzji. Teoria zbiorów rozmytych oraz logika rozmyta, zapocz¡t-
kowane przez L.A. Zadeha, okazaªy si¦ niezwykle interesuj¡cym systemem poj¦ciowym, pozwalaj¡cym na
efektywnie modelowanie matematyczne nieprecyzyjnych obiektów i relacji oraz wnioskowanie w warunkach
braku precyzji.

Recenzowana rozprawa jest po±wi¦cona uogólnieniom czterech klasycznych schematow wnioskowania
(modus ponens, sylogizmu hipotetycznego,modus tollens i redukcji do absurdu), które wzbogacone o rozmyte
modelowanie nieprecyzyjno±ci staj¡ si¦ reguªami wnioskowania przybli»onego, o ciekawych wªasno±ciach
teoretycznych i du»ym potencjale aplikacyjnym.

2 Struktura rozprawy

Na licz¡c¡ 106 stron rozpraw¦ skªada si¦ wst¦p, osiem zasadniczych rozdziaªów, zako«czenie, spis ozna-
cze« oraz bibliogra�a zawieraj¡ca 46 pozycji. We wst¦pie Doktorantka przedstawiªa pokrótce tematyk¦
i cel rozprawy oraz stre±ciªa zawarto±¢ poszczególnych rozdziaªów. W rozdziale 1 wprowadziªa podsta-
wowe poj¦cia z zakresu struktur kratowych oraz spójników i relacji rozmytych. Rozdziaª drugi zawiera
krótkie wprowadzenie do wnioskowania przybli»onego. Pokazano w nim równie», w jaki sposób schematy
wnioskowania mo»na powi¡za¢ z nierówno±ciami i równaniami funkcyjnymi, zarysowuj¡c w ten sposób
metod¦ konstrukcji uogólnionych reguª wnioskowania, aplikowan¡ w kolejnych rozdziaªach do konkretnych
schematów.

I tak, w rozdziaª 3, dotycz¡cym sylogizmu hipotetycznego, Autorka bada rozwi¡zania nierówno±ci
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oraz nast¦puj¡cych równa« funkcyjnych

I(x, y) = sup
x∈[0,1]
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, dla x, y ∈ [0, 1], (CRI-GHS)
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)
, dla x, y ∈ [0, 1], (BK-GHS)

dla ustalonej t-normy T (lub semikopuªy b¡d¹ innego uogólnienia klasycznej koniunkcji) oraz implikacji
rozmytych I, J , nale»¡cych do wybranych rodzin (np. R-implikacji, (S,N)-implikacji, implikacji Yagera
czy implikacji probabilistycznych).

Kolejne rozdziaªy, tj. 4, 5 i 6, zawieraj¡ rozwa»ania podobne do przedstawionych w rozdziale 3, tyle »e
w odniesieniu do nierówno±ci i równa« funkcyjnych wªa±ciwych, odpowiednio, schematowi modus ponens,
regule modus tollens i prawu redukcji do absurdu.

Rozdziaª 7 zawiera kilka uwag dotycz¡cych innych ni» rozwa»ane wcze±niej równa« funkcyjnych, które
mo»na uzyska¢ dla ró»nych kombinacji reguª wnioskowania i relacji rozmytych. Natomiast w rozdziale
ósmym Doktorantka uzupeªniªa wcze±niejsze rozwa»ania na temat wnioskowania przybli»onego o kilka
uwag odnosz¡cych si¦ do agregacji oraz relacji podobie«stwa.

3 Ocena rozprawy

Jak wida¢ z przedstawionego opisu, gªównym przedmiotem bada« prowadzonych przez mgr Katarzyn¦
Mi± byªa analiza rozwi¡za« czterech nierówno±ci oraz o±miu równo±ci funkcyjnych, skorelowanych z czte-
rema schematami wnioskowania i wzbogaconymi o spójniki rozmyte. Warto podkre±li¢, »e rozwa»ane
w rozprawie zagadnienia dotycz¡ wa»nej i aktualnej tematyki, a rozprawa stanowi nie tylko udan¡ prób¦
uporz¡dkowania stanu wiedzy, ale dostarcza wiele nowych interesuj¡cych wyników. Poni»ej wypunktuj¦
to, co mo»na uzna¢ za szczególnie istotny wkªad wªasny Doktorantki w zakresie przedstawianej tematyki.

1) Najwi¦cej uwagi po±wi¦cono sylogizmowi hipotetycznemu, a zwªaszcza równaniu (CRI-GHS), w którym
T jest pewn¡ t-norm¡, natomiast I implikacj¡ rozmyt¡ nale»¡c¡ do okre±lonej klasy. W tym kontek±cie
Doktorantka poszukiwaªa odpowiedzi na pytania, czy dla dowolnej takiej pary (T, I) speªnione jest
równanie (CRI-GHS), b¡d¹ te» jakie dodatkowe zaªo»enia odno±nie normy T s¡ wymagane, by owe
równanie byªo speªnione. Jako odpowied¹ otrzymujemy szereg przykªadów i twierdze«, w±ród których
warto zwróci¢ szczególn¡ uwag¦ na Twierdzenie 3.12, które okazuje si¦ równie» przydatne w poszuki-
waniu rozwi¡za« problemów poruszanych w dalszych rozdziaªach, a dotycz¡cych innych ni» sylogizm
hipotetyczny schematów wnioskowania.

2) Jakkolwiek t-normy s¡ najcz¦±ciej stosowanymi uogólnieniami koniunkcji, Doktorantka w swych ba-
daniach wykroczyªa poza ów standard, rozwa»aj¡c i inne rozszerzenia. Przykªadowo, w rozwa»aniach
dotycz¡cych nierówno±ci (HS) oraz równania (BK-GHS) pojawiaj¡ si¦ semikopuªy.

3) Godne pochwaªy jest równie» to, »e Doktorantka w swoich rozwa»aniach nie ograniczyªa si¦ wyªacznie
do klasycznej reguªy zªo»eniowej CRI Zadeha (ang. Compositional Rule of Inference), ale »e zaj¦ªa si¦
tak»e mniej popularn¡ reguª¡ zªo»enia relacji rozmytych, zwan¡ iloczynem Bandlera-Kohouta.

Rozprawa doktorska mgr Katarzyny Mi± nie jest, wolna od pewnych usterek i niedoci¡gni¦¢, które
wraz z uwagami o charakterze dyskusyjnym zamieszczam poni»ej.

a) We wst¦pie zabrakªo jasnego postawienia hipotezy badawczej. Owszem, uczyniono to w sposób swo-
i±cie �rozmyty�, co jednak nie pozwala czytelnikowi nakre±li¢ jednoznacznie zasadniczego celu bada«
i stwierdzi¢, czy ów cel - mimo mnogo±ci wyników - zostaª osi¡gni¦ty.

b) Rozprawa zawiera imponuj¡c¡ liczb¦ twierdze«, stwierdze«, wniosków i przykªadów. Czyta si¦ j¡ jednak
do±¢ ci¦»ko. By¢ mo»e powodem tego jest sama tematyka, a mo»e wªa±nie brak przewodniej my±li
nadaj¡cej kierunek i dynamik¦ narracji.

c) Doktorantka u»ywaj¡c sªowa �niepewno±¢� redukuje ów termin do nieprecyzyjno±ci (ma to miejsce ju»
na pierwszej stronie wst¦pu). Nie jest to poprawne, gdy» termin ów jest wieloznaczny (mo»e by¢ rozu-
miany w sensie aleatorycznym, b¡d¹ epistemicznym itd.). Nawet je±li w danej pracy Autorka ogranicza
si¦ do jednej, wybranej, perspektywy postrzegania niepewno±ci, powinna da¢ temu wyraz zauwa»aj¡c
szerszy kontekst. Warto w szczególno±ci zdawa¢ sobie spraw¦, »e uogólnienie klasycznych schematów
wnioskowania tak, aby mogªy by¢ wykorzystywane w warunkach niepewno±ci, nie musi koniecznie by¢
powi¡zane z dopuszczeniem spójników rozmytych (por., np., San�lippo G. et al., Generalized Probabi-

listic Modus Ponens, 2017).
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d) Rozdziaª 2, po±wi¦cony wnioskowaniu przybli»onemu, zostaª potraktowany troch¦ po macoszemu. Za-
czyna go co± w rodzaju wst¦pu, który � cho¢ zajmuje dwie i póª strony � nie zostaª nawet uwzgl¦dniony
w spisie tre±ci, co z kolei mo»e sugerowa¢, i» wnioskowanie przybli»one sprowadza si¦ wyªacznie do
równa« funkcyjnych. Rzecz jasna, z punktu widzenia meritum rozprawy, równania te odgrywaj¡ zna-
cz¡c¡ rol¦, ale w kontek±cie caªo±ciowego potraktowania pracy jest to zabieg dalece niewystarczaj¡cy.
Jako czytelnik rozprawy oczekiwaªbym w rozdziale zatytuªowanym �Wnioskowanie przybli»one� cho¢by
zarysu tytuªowej tematyki ze wskazaniem jej specy�ki, metodologii, taksonomii oraz zasadniczych pro-
blemów i � dopiero na tym tle � umieszczenia rozwa»a« prowadzonych w rozprawie.

e) We wprowoadzeniu do wnioskowania przybli»onego (str. 33) czytamy, i» �podstawowym terminem, na
którym opiera si¦ to wnioskowanie jest zmienna lingwistyczna (j¦zykowa)�, po czym Doktorantka dodaje
� tytuªem wyja±nienia � »e �nazwiemy tak zmienn¡, której warto±ci okre±lamy opisuj¡c pewne wielko±ci,
a nie podaj¡c dane liczbowe je charakteryzuj¡ce�. Niestety, nie jest to poprawna de�nicja zmiennej
lingwistycznej w duchu Zadeha, którego prac¦ Doktorantka cytuje. Co wi¦cej, sam fakt posªugiwania
si¦ innymi danymi ni» liczbowe nie oznacza, i» mamy do czynienia ze zmienn¡ lingwistyczn¡.

f) W tym»e samym rozdziale 2 Doktorantka omawia pokrótce budow¦ rozmytego systemu wnioskowania,
wspominaj¡c takie poj¦cia jak baza danych, baza wiedzy czy aparat wnioskuj¡cy. Szkoda, »e poprze-
staªa w tym miejscu li tylko na wskazaniu intuicji, a nie pokusiªa si¦ o zde�niowanie tych poj¦¢ w sensie
formalnym, wyja±niaj¡c, co to za obiekty matematyczne.

g) Nie do ko«ca satysfakcjonuje mnie równie» rozdziaª 8, robi¡cy wra»enie niepogªebionego zlepku tema-
tów. Rozdziaª ów zaczyna si¦ od nieuwzgl¦dnionych w spisie tre±ci rozwa»a« (mimo, i» zajmuj¡ trzy
i póª strony) o modelach, w których wyst¦puje wiele reguª i o wynikaj¡cej st¡d potrzebie agregacji.
Nast¦pnie Doktorantka radykalnie zmienia tematyk¦ narracji i przechodzi do wnioskowania, w którym
konstrukcja reguª odwoªuje si¦ po poj¦cia podobie«stwa. Tym samym rozdziaª robi wra»enie doªaczo-
nego nieco na siªe do rozprawy, która nie straciªaby pod wzgl¦dem walorów, gdyby zostaª pomini¦ty.
Jednak»e znalazª si¦ w pracy, dotyczy interesuj¡cej problematyki (by¢ mo»e wartej osobnej dysertacji),
ale pozostawia niedosyt.

A oto kilka uwag o charakterze redakcyjnym (pomijam przy tym ewidentne literówki oraz bª¦dy inter-
punkcyjne):

(i) Na stronie 18 znalazª si¦ diagram, który nie zostaª potraktowany w nale»yty sposób, tzn. nie zostaª
opatrzony numerem, jako rysunek, brak do niego jasnego odwoªania w tek±cie oraz klarownego opisu.

(ii) W tek±cie gdzieniegdzie pojawiaj¡ si¦ niezr¦czno±ci j¦zykowe. Z tak¡ sytuacj¡ mamy do czynienia np.
w De�nicji 1.63 (str. 31), gdy mowa o obrazie, podobrazie i nadobrazie zbioru. Zacznijmy od tego, »e
sam pocz¡tek frazy �obrazem zbioru A przez relacj¦ rozmyt¡ R...� jest niezbyt udany, gdy» powinien
brzmie¢ raczej jako �obrazem zbioru A wyznaczonym przez relacj¦ rozmyt¡ R...�. Ponadto, w dal-
szej cz¦±ci zdania pojawia si¦ nieprawidªowa konstrukcja j¦zykowa �w oparciu o koniunkcj¦�. Innym
bªedem j¦zykowym spotykanym z rozprawie jest u»ycie frazy �przy pomocy� w miejscu, w którym
powinno pojawi¢ si¦ �za pomoc¡� (np. na str. 39).

(iii) Na stronie 5 oraz 35 zamieszczono cytaty z literatury angloj¦zycznej w ich oryginalnym brzmieniu.
Nie rozumiem dlaczego nie zostaªy one przetªumaczone na j¦zyk polski, zwªaszcza »e nie wyst¦puje
w nich terminologia, której tªumaczenie sprawiaªoby kªopot; nie nios¡ te» one tre±ci, co do których
zachodziªaby obawa, i» zostaªyby wypaczone na skutek niezbyt wiernego tªumaczenia.

(iv) W niektórych miejscach przyj¦to dalece niefortunne oznaczenia. Przykªadowo, na str. 32 (i dalej)
pojawiaj¡ si¦ pi¦trowe oznaczenia relacji (np. R z daszkiem i umieszczon¡ nad nim liter¡), które
rozbijaj¡ jednolit¡ struktur¦ redakcyjn¡ tekstu. Z kolei na str. 33 Doktorantka proponuje nowe zna-
czenie dla literki �L�, jakby zapominaj¡c, »e byªa ju» ona u»ywana we wcze±niejszych rozwa»aniach
dotycz¡cych krat. Z kolei na stronach 39, 40 i 41 w dziwny sposób umiejscowiono wyra»enia (C, I),
(T, I) itp.

(v) Niezbyt udanym zabiegiem redakcyjnym jest odwoªywanie si¦ w Przykªadzie 3.7 (str. 45) do Twier-
dzenia 3.18, które pojawia si¦ w rozprawie dopiero na stronie 53.

(vi) Na str. 47 napotykamy niefortunne sformuªowanie: �tworzy zupeªn¡, zupeªnie rozdzieln¡ krat¦�.
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(vii) Mimo stosowania wielorakiego systemu oznaczania wzorów (numery i sekwencje literowe) niektóre
spo±ród nich s¡ wielokrotnie powtarzane. Przykªadowo: nierówno±¢ (HS) wraz z towarzysz¡cym jej
oznaczeniem pojawia si¦ na stronie 7, 41 i 43. Podobne powtórzenia maj¡ miejsce w przypadku
i innych równa« i nierówno±ci.

4 Podsumowanie

Wspomniane uwagi, zarówno te o charakterze merytorycznym, jak i redakcyjnym, nie maj¡ istotnego
wpªywu na ostateczn¡, pozytywn¡ ocen¦ pracy i nie umniejszaj¡ faktu, »e rozprawa doktorska mgr

Katarzyny Mi± wnosi znacz¡cy wkªad w rozwój nauk matematycznych.
Tym samym uznaj¦, i» przedªo»ona rozprawa speªnia wymagania zde�niowane w artykule 13. Ustawy

z dnia 14 maja 2003 r. o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki,
i wnosz¦ o dopuszczenie mgr Katarzyny Mi± do dalszych etapów przewodu doktorskiego.
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